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Вступление
Компьютерная графика (КГ) является комплексной инженерной дисциплиной, которая использует достижения математики, компьютерных технологий, информатики и дизайна. Эта дисциплина многоаспектная, то есть на её содержание и предмет одновременно и равноправно существуют несколько непохожих точек зрения. Например, можно утверждать, что компьютерная графика – это наука о рисовании на компьютере; это правильно. Но можно также утверждать, что компьютерная графика – наука о создании и обработке визуальных моделей объектов окружающего реального мира; и это тоже правильно. Мы уже не говорим о более узких специфических проявлениях компьютерной графики – машинном инженерном проектировании, компьютерной картографии, трёхмерном моделировании… 
Отсюда вытекает проблема – чему следует учить студентов направления «Компьютерная инженерия» в этом курсе? Из сказанного выше понятно, что подходы к этому выбору могут быть очень разными.

Поскольку выпускник-бакалавр по «Компьютерной инженерии» позиционируется на рынке наемного труда прежде всего как программист-разработчик компьютерных систем, то представляется правильным акцентировать учебный курс по КГ на концептуальных вопросах, отражающих не столько умение «нажимать кнопки» в графических программах, а скорее на базовых приёмах, методах и технологиях, которые реализуются в алгоритмах и интерфейсах компьютерных графических программ. Понимание этих сущностей позволит будущим разработчикам легче и успешнее осваивать новые области применения компьютерной графики и создавать для них адекватные аппаратные средства и программное обеспечение.
Серия данных методических указаний описывает несколько комплексных самостоятельных работ, отражающих наш изложенный выше подход к содержанию курса КГ.

Ограниченное время, отведенное данному курсу в учебном плане, не позволяет, к сожалению, рассмотреть в нём всё множество современных алгоритмов и методов КГ. В силу этого мы постарались выбрать из этого множества для изучения наиболее типичные и широко применяемые алгоритмы и методы и надеемся, что это создаст у учащихся основу для дальнейшего самостоятельного освоения более специальных проблем компьютерной графики в процессе их трудовой деятельности.

1  Вычислительная геометрия на плоскости
1.1 Цель работы
Изучить приемы, с помощью которых графические программы решают геометрические и топологические проблемы. (Люди решают те же проблемы с помощью зрения и зачастую не отдают себе отчет, каким образом это у них выходит. Компьютерные программы зрением не обладают, а отвечать на геометрические и топологические вопросы им всё равно приходится. Мы, программисты, должны знать хотя бы основы того, как научить программы делать требуемую нам работу). Для достижения этой цели нужно изучить способы решения несколько типичных задач вычислительной геометрии:

1) быстрый анализ относительного расположения объектов на плоскости с помощью габаритных оболочек;

2) квалификация расположения точек относительно отрезка прямой;

3) вычисление точки пересечения непараллельных произвольно расположенных отрезков;

4) построение выпуклой оболочки множества точек;

5) вычисление площади произвольного плоского многоугольника.

Посредством ручных вычислений закрепить знание способов решения этих задач.
1.2 Теоретические сведения

1.2.1 Использование выпуклых оболочек

В компьютерной графике очень часто приходится решать различные топологические проблемы. Они все связаны с анализом относительного расположения объектов – точек, отрезков прямых и кривых, плоских фигур и т.п.

Очень типична ситуация, когда описание сравниваемого объекта является сложным и поэтому не существует быстрого способа получить ответ на интересующий вопрос. (Быстрый пример. Есть многоугольник на плоскости, заданный массивом его вершин. Попробуйте быстро ответить, имеет ли этот многоугольник самопересечения? Осознали проблему? – То-то.)
Поскольку проблема быстрого функционирования программ в компьютерной графике стоит очень остро, важно придумывать такие алгоритмы, в которых из обработки как можно раньше максимально исключаются те части объектов, которые заведомо никак не будут влиять на конечный результат.

Одним из простых, но эффективных приемов таких «быстрых проверок» является применение для любых графических объектов так называемых выпуклых оболочек (по-английски convex hall). Это выпуклый многоугольник из отрезков прямых, внутри которого находится объект. Чем меньше сторон у выпуклой оболочки, тем проще с ней манипулировать. 
Проверять положение выпуклой оболочки с простой формой гораздо проще, чем включенного в неё объекта. И если, предположим, выпуклая оболочка расположена выше некоторой точки, то и включенный в нее объект гарантированно выше неё. В этом и заключается удобство применения оболочек.

Но часто анализ на основе выпуклых оболочек дает неоднозначные ответы. Например, выпуклая оболочка располагается и не выше, и не ниже интересующей точки. Но включенный в нее объект может иметь такую сложную форму, что он в действительности может оказаться то ли выше, то ли ниже точки сравнения (рис. 1.1). В этом случае анализ нужно продолжить другими, более трудоёмкими методами. Но всё равно выигрыш есть – эти методы будут применяться уже к гораздо меньшему количеству объектов сравнения.
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Рисунок 1.1 – Находится ли прыгун выше планки? Выпуклая оболочка 
(красный прямоугольник) однозначного ответа не дает.
У выпуклой оболочки сторон обычно четыре, хотя это и не строго. Если выпуклая оболочка – прямоугольник с габаритами (xmin, xmax, ymin, ymax), и его стороны параллельны осям координат, то ее называют габаритный бокс. Анализ положения таких оболочек особенно прост.
Предположим, задан треугольник АВС (рис.1.2). Его габаритный бокс показан пунктиром.
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Рисунок 1.2 – Треугольник АВС и его габаритный бокс.
Координаты габаритного бокса соответствуют минимальным и максимальным координатам вершин треугольника.
Рассмотрим положение точек 15 и 9 относительно треугольника. Положение точки 15 устанавливается очень быстро: раз y15 > ymax габаритного бокса, то точка 15 гарантированно выше треугольника. Сравнение высотного положения точки 9 и габаритного бокса говорит только то, что «точка 9 по высоте расположена в пределах габаритного бокса». И на основании габаритного бокса это – всё. Чтобы разобраться, что точка 9 фактически расположена выше треугольника АВС, нужно дополнительно рассматривать ее положение относительно каждой стороны треугольника. Это возможно, но вычислений придется сделать больше.
1.2.2 Точка справа или слева от отрезка?
Отрезок («сторону» st) рассматриваем как вектор st. Если отрезок задан координатами начальной (x1; y1) и конечной (x2; y2) точек, то
stx = x2-x1;  sty = y2-y1.
Рассмотрим (рис.1.3) некоторую точку (x; y). Требуется определить, справа или слева от стороны st она расположена.
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Рисунок 1.3 – Сторона st и точка, расположенная слева от нее.
Для ответа на этот вопрос проведем дополнительный вектор v. Он начинается в (x1; y1), а его конечной точкой является (x; y). Поворот от направления вектора st к направлению вектора v всегда можно связать с углом (альфа(<180( (рис 1.3). Знак этого угла определяет положение точки: альфа>0 дает положение слева, альфа<0 соответствует положению точки справа. Известно, что знак этого угла альфа совпадает со знаком векторного произведения
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где |st| и  |v| – длины векторов.
Отсюда следует, что знак выражения (stxvy-vxsty) определяет и знак всего векторного произведения, а, следовательно, и положение точки относительно стороны. Выражение (stxvy-vxsty) иногда называют «косое произведение» векторов, и оно всегда встречается в действиях, связанных с векторным произведением.
Итак, окончательно имеем: 
· Если (stxvy-vxsty)> 0, то точка слева от стороны;
· Если (stxvy-vxsty)< 0, то точка справа;

· Если (stxvy-vxsty)= 0, то точка лежит на самой стороне или на ее продолжении.
1.2.3 Угол между векторами

Несколько сложнее определение угла между векторами, которое часто бывает нужно во многих алгоритмах, например, при построении выпуклых оболочек для множества точек на плоскости.

Из (1.1) можно вычислить sin α:
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Но одного синуса для определения истинного угла α недостаточно. Нужно еще хотя бы знак косинуса. Для этого будем использовать скалярное произведение 
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В итоге для α>0 имеем:
· если stxvx+styvy)> 0, то α – острый и он равен arcsin α;
· если stxvx+styvy)< 0, то α – тупой и он равен (180( - arcsin α);
· если stxvx+styvy)= 0, то α = 90(.
Для справки напоминаем, что длина любого вектора находится по теореме Пифагора. К примеру, для вектора v:
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1.2.4 Пересечение отрезков

Это очень часто используемое вспомогательное действие во многих алгоритмах. Сформулируем задачу. Даны два вектора АВ и СD (рис.1.4), заданные координатами их концов xA, yA, xB, yB , xC, yC , xD, yD.
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Рисунок 1.4 – Пересечение двух отрезков.
Предварительно следует проверить, параллельны ли эти отрезки. Если это так, то точки пересечения не существует. В противном случае требуется найти точку  F пересечения этих отрезков или их продолжений. 
Условие параллельности отрезков проверяется через их «косое» произведение:
if ( (xB – xA) (yD – yC) –  (yB – yA) (xD – xC)  == 0 )
// отрезки параллельны, точки пересечения нет.

else
// отрезки НЕ параллельны, 

//  нужно искать точку пересечения F.
Сопоставим с отрезком AB параметр r такой, что он в точке А равен 0, а в точке В равен 1.  Тогда отрезок АВ можно описать параметрически:
x(t) = xA + r(xB – xA);
y(t) = yA + r(yB – yA). 
(1.2)

Аналогично описывается отрезок CD. Связанный с ним параметр обозначим как s:
x(t) = xC + s(xD – xC);

y(t) = yC + s(yD – yC). 
(1.3)

Поскольку точка пересечения F является общей точкой обоих отрезков, то ее положение можно вычислить как через (1.2), так и через (1.3). В первом случае для этого надо знать значение параметра rF, тогда  
xF = xA + rF(xB – xA);

yF = yA + rF(yB – yA). 
(1.4)
Через отрезок CD те же координаты можно выразить, если знать sF:

xF = xC + sF (xD – xC);

yF = yC + sF (yD – yC). 
(1.5)

Объединяя (1.4) и (1.5), получаем исходную систему уравнений:

xF = xA + rF(xB – xA)= xC + sF (xD – xC);

yF = yA + rF(yB – yA) = yC + sF (yD – yC).
(1.6)

Решая эту систему (1.6) относительно  rF и  sF, мы получим возможность использовать либо (1.4), либо (1.5) для определения xF и yF. Таким образом, поставленная цель будет достигнута.
Система (1.6) – линейная, поэтому решать ее можно любым известным способом линейной алгебры. Например, методом Крамера.
Придадим (1.5) канонический вид:
a11rF + a12sF = b1;
a21rF + a22sF = b2;

Коэффициенты aij и bi получаются из (1.5), если перенести в нужную часть уравнений соответствующие слагаемые:
a11 =  (xB – xA);  a12 =(xС – xD) ;  b1=(xС – xА);

a21=  (yB – yA);   a22 =(yС – yD) ;  b2=(yС – yА);
Вычисляются определители:
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Решение системы:
rF = DrF / D;            sF = DsF / D;
Теперь можно подставить эти значения либо в (1.4), либо в (1.5) и вычислить координаты точки пересечения.
Анализ значений параметра точки пересечения позволяет описать ее положение относительно самого отрезка. 

Если параметр больше 0, но меньше 1, то это внутренняя точка отрезка.

Если параметр отрицателен, то точка пересечения находится на продолжении отрезка «левее» его начальной точки (внешнее положение точки).

Если параметр больше 1, то точка пересечения находится на продолжении отрезка «дальше» его конечной точки (внешнее положение точки).

Задача о пересечении отрезков встречается настолько часто, что при написании собственных графических программ имеет прямой смысл написать функцию, которая возвращала бы всю информацию, нужную для последующего принятия решений по анализируемым отрезкам.

Спецификация такой функции (назовём её, предположим, cross_lines()) может быть такой.
Возвращаемое значение – логическая (bool) величина «отрезки непараллельны».

Входные параметры – координаты (float) начальных и конечных точек исследуемых отрезков; первого x11, y11, x21, y21, и второго – x12, y12, x22, y22.

Изменяемые величины – параметры пересечения (float): для первого отрезка p1 (выше по тексту назван rF), для второго – p1 (выше по тексту назван sF).  Если отрезки параллельны, р1 и p2 получают нулевые значения.
С учетом изложенного, заголовок функции может иметь такой вид:

bool  cross_lines( float x11, float y11, float x21, float y21, 
float x12, float y12, float x22, float y22, 
float &p1, float &p1);
Вся математика для этой функции расписана в этом подразделе выше.
1.2.5 Построение выпуклой оболочки множества точек

Выпуклость – это такое свойство плоской фигуры, при котором линия, соединяющая любые две точки этой фигуры, полностью принадлежит ей (рис. 1.5).
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Рисунок 1.5–Выпуклая (а) и невыпуклая (б) фигуры.
Другим проявлением выпуклости фигуры является то, что она всегда находится полностью с одной стороны от любой касательной к ней.
Если имеется множество точек на плоскости (точки не коллинеарны, т.е. не расположены на одной прямой), то понятие выпуклой оболочки для этого множества можно пояснить на таком примере.

Представьте себе доску, в которую вбито — но не по самую шляпку — много гвоздей (рис. 1.6). 
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Рисунок 1.6 – Лассо охватывает группу гвоздей.
Возьмите верёвку, свяжите на ней скользящую петлю (лассо) и набросьте её на доску, а потом затяните. Верёвка теперь окружает все гвозди, но касается она только некоторых, самых внешних. Те гвозди, которых она касается, составляют выпуклую оболочку для всей группы гвоздей.
Задача построения выпуклой оболочки формулируется так. Предположим, дано неколлинеарное множество m точек P= {pi}, i=1…m. Каждая точка представляется парой координат pi(pix,piy). Найти множество номеров точек, составляющих выпуклую оболочку множества Р.
Для решения этой задачи создано более десятка алгоритмов разной степени эффективности. Мы выберем для изучения алгоритм, образно называемый «заворачивание подарка». Он не самый быстродействующий, но, наверное, один из самых понятных, в чём и состоит его учебная ценность. В этом алгоритме от начальной точки последовательно («по цепочке») находятся всё новые стороны выпуклой оболочки. Эти построения могут формировать выпуклую оболочку в направлении ее обхода либо против часовой стрелки, либо по ней. Ниже приводятся описания действий, соответствующие случаю «против часовой стрелки».
Последовательность действий в нем следующая. 

1) Из P выбирается начальная точка, это будет та, у которой наименьшее piy. Если таких точек несколько, выбирается самая левая из них. Запоминается ее номер. На рис.1.7 это точка 4.
2) Строится дополнительная точка 0 р0(px4-(; py4). Она нужна для формирования направленного вправо горизонтального луча 0-4. Величина (>0 может быть принята любой, на рис 4 это 10. Вектор 0-4 задает горизонтальный луч вправо из начальной точки. На данном шаге вектор 0-4 становится «текущей стороной» st.
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Рисунок 1.7 – Начальное положение при построении выпуклой оболочки.
3) Из конца текущей стороны проводятся лучи к остальным точкам множества (точку 0 ни сейчас, ни в дальнейшем не проверяем, она вспомогательная). Вычисляются углы (азимуты) между направлением текущей стороны и лучами к точкам множества.
4) Выбирается точка, для которой азимут наименьший. Это и будет следующая вершина выпуклой оболочки. Для случая на рис. 1.7 это точка 2.

5) Переносим конец «текущей» стороны во вновь найденную вершину (2), а начало – в бывшую конечную точку (4).

6) Действия в), г) и д) повторяем до тех пор, пока на шаге г) «следующей» не окажется опять начальная точка (в рассматриваемом примере 4). 
Таким образом будет сформирована последовательность номеров точек 4-2-5-6-7-4, которые образуют выпуклую оболочку заданного множества точек.
1.2.6 Вычисление площади произвольного 
плоского многоугольника
Предположим, дано множество Q= {qi}, i=1…k  вершин замкнутого плоского многоугольника. Его ориентированная (т.е. имеющая знак) площадь может быть вычислена по формуле «полусумма косых произведений»
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(1.7)
При последовательном обходе многоугольника на последнем k-м шаге в качестве (k+1) следует принимать 1.
Знак площади по (1.7) зависит от направления обхода многоугольника: обход против часовой стрелки дает S>0, по часовой – S<0.
1.3 Набор заданий для самостоятельного выполнения
Дан набор точек и определенный дополнительно треугольник (рис. 1.8).
Набор точек T для всех вариантов одинаковый, треугольник в каждом варианте разный. Студент выбирает свой вариант по последней цифре номера своей зачетной книжки (индивидуального учебного плана).

Перед выполнением дальнейших работ нарисовать в любом векторном графическом процессоре (например, в Adobe Illustrator) по своим данным рисунок, аналогичный рис. 1.2. Все выполняемые вычислениями действия сопровождайте для контроля геометрическими построениями на рисунке. Во-первых, вам придется скриншоты этого рисунка
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Рисунок 1.8 – Исходные данные 
 размещать в отчете по этой работе. Во-вторых, вы приобретете дополнительный навык работы с векторным графическим процессором.
1.3.1 Задача 1. Какие точки находятся внутри треугольника и какие вне его

1) Определить выпуклую оболочку (габаритный бокс) треугольника. С его помощью быстро выделить в множестве T подмножество T1 тех, которые находятся вне габаритного бокса. Оставшиеся точки образуют подмножество Т2 = Т-Т1 тех, для которых нужен дополнительный анализ.

2) Направление обхода треугольника задается А(В(С(А. Рассмотреть, с какой стороны от каждой стороны треугольника находится каждая точка из Т2. Внутри треугольника находятся точки (их множество назовем Т3), которые находятся с одной и той же стороны относительно каждой стороны треугольника.
1.3.2 Задача 2. Построение выпуклой оболочки
Для множества точек, не входящих в треугольник, построить выпуклую оболочку методом «заворачивания подарка».
1.3.3 Задача 3. Найти точку пересечения отрезков

По своему выбору определить координаты точки пересечения какой-либо стороны треугольника со стороной выпуклой оболочки из п.1.3.2.

1.3.4 Задача 4. Определение площади многоугольника.

По формуле (1.7) определить площади:

1) выпуклой оболочки с обходом против часовой стрелки;
2) выпуклой оболочки с обходом по часовой стрелке;

3) фигуры на рис.1.9 с вариантами обхода  а) 1-2-5-4-3-7-1 и 
б)  1-2-6-3-4-5-6-7-1.
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Рисунок 1.9 – Фигура «восьмерочка».
Прокомментировать получившиеся результаты.
1.4 Описание процесса выполнения учебного примера
Этот раздел даст представление, как выполняется некоторый учебный вариант “S”. Ваше выполнение должно делаться в описываемой ниже последовательности и с аналогичным документированием.
1.4.1 Создать контрольный рисунок

В векторном графическом процессоре рисуем контрольный рисунок. Мы использовали Adobe Illustrator. Версия программы подходит любая, от 10 и выше. Удобно то, что можно задавать координатную сетку и рисовать с привязкой точек к сетке, это заметно упрощает работу.
1.4.2 Быстрая проверка положения точек по выпуклой оболочке
 Оформляем эту работу в виде листа Excel. Скриншот – на рис. 1.11.
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Рисунок 1.10- – Контрольный рисунок учебного варианта S.
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Рисунок 1.11 – Быстрая проверка положений точек
1.4.3 Уточнение положений точек относительно 
сторон треугольника

Для окончательного ответа на вопрос, находится ли та или иная точка внутри треугольника, или вне его, надо оценить, справа ли слева от каждой стороны находятся точки. Любая внутренняя точка находится с одной стороны от каждой стороны треугольника – то ли слева (обход треугольника против часовой стрелки), то ли справа (обход по часовой).
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Рисунок 1.12 – Расположение точек справа или слева
Вычисления представлены в виде листа Excel (рис. 1.12).
Сводные результаты показаны на рис 1.13.
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Рисунок 1.13 – Окончательное определение положения точек относительно треугольника.
1.4.4 Построение выпуклой оболочки 
Выпуклая оболочка (ВО) строится для множества точек, не входящих в треугольник. Для сокращения объема работы вычислениями будут определены (рис. 1.10) начальная (11), вторая (8)  и последняя (снова 11) вершины. Остальные стороны определим визуально, пользуясь рис. 1.10.
Результаты вычислений представлены в виде листа Excel (рис.1.14).

1.4.5 Вычисление точки пересечения отрезков

Выберем для расчета (рис.1.10) пересечение стороны АВ и отрезка 8-11. Точку пересечения обозначим А1.
Результаты вычисления сведены в лист электронной таблицы (рис. 1.15).

Как видно, точка пересечения А1 = АВ × (8; 11) = (26,21; 7,63). Сопоставление с рис.1.10 показывает, что результат правильный.
1.4.6 Вычисление площадей фигур

Определим площадь выпуклой оболочки, определенной в п. 1.4.4. Вычисления произведем для обхода оболочки как против часовой стрелки, так и по ней. Результат показан на рис. 1.16.
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Рисунок 1.14 – Начало и конец цикла определения вершин выпуклой оболочки.
По заданию также нужно исследовать изучаемый метод вычисления площадей на примере фигуры «восьмерочка» (рис. 1.9). Результаты вычислений приведены на рис.1.17. 
Примечание. Желтые прямоугольники на рис. 1.17.оставлены специально, чтобы здесь не показывать вам готовый результат. Хотим немного сохранить интригу. Произведите вычисления, получите несколько неожиданные результаты и в отчете прокомментируйте их.
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Рисунок 1.15 – Вычисление точки пересечения отрезков.
[image: image25.png]T1710WA/b BbINYK/I0M 060/104KH

TOYEK, PACIIO/IOMEHHbIX BHE TPEYTO/IbHUKA
LY
RPN CANESE )
25

0604 MPOTUB wacosof crpentn

Netounw  x y
1 21 7
B 54 11
14 45 )
13 E) 46
4 10 ES)
7 H 25
6 15 5
11 21 7
nnowags

Kocoe npowss.

147
1513
810
1022
s5
330
84

14195 reen

0604110 wacosoi crpene

Netounw  x y
1 21 7
6 15 5
7 H 25
4 10 ES)
13 ) 46
14 45 £
B 54 11
11 21 7
nnowags

Kocoe npowss.

14195 ksen




Рисунок 1.16 – Вычисление площади выпуклой оболочки
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Рисунок 1.17 – Площадь «восьмерочки».
1.5 Выполнение работы и ее документирование
Выполните свой вариант работы, ориентируясь на пример п.1.3. Вы имеете право для вычислений пользоваться любым доступным вам вычисляющим приложением:  Mathcad, Matlab, Excel… Требование к вычисляющей среде следующее: результаты должны получаться без лишних усилий и должны быть видны промежуточные результаты.  Мы в наших примерах использовали общедоступную Excel, но вы сами решите, что вам удобнее и понятнее. 

Приведите скриншоты вычислений по каждой решаемой задаче. По каждой задаче напишите комментарий и выводы.
Напишите общие выводы по всей работе.

1.6 Контрольные вопросы

1) Для чего в компьютерной графике используются выпуклые оболочки объектов? 

2) В чем выгода использования выпуклых оболочек и какими недостатками обладает их применение?

3) Чем отличаются понятия "выпуклая оболочка" и "габаритный бокс"?

4) Как можно аналитически определить, справа или слева от вектора расположена точка?

5) Что такое "косое" произведение векторов?

6) Как определить угол между векторами на плоскости? Нас интересует угол от 0 до 180 градусов.

7) Как точно определить, находится ли точка внутри треугольника или снаружи него?

8) Как проверить параллельность двух отрезков, заданных конечными точками?

9) Что такое "параметрическое задание" отрезка? Какими достоинствами оно обладает?

10) Как найти координаты точки пересечения двух непараллельных отрезков?

11) Описать метод Крамера для решения системы двух линейных уравнений.

12) Что такое "внутреннее" и "внешнее" положение точки пересечения относительно отрезка?

13) Что означает свойство "выпуклость" для плоской фигуры?

14) Что такое выпуклая оболочка множества точек?

15) Какие ограничения накладываются на расположение точек во множестве, для которого строится выпуклая оболочка?

16) Какая точка принимается в качестве начальной при построении выпуклой оболочки методом "заворачивания подарка"?
17) Как определяется следующая вершина выпуклой оболочки в методе "заворачивания подарка"?

18) По какому формальному признаку определяется, что методом "заворачивания подарка" построение выпуклой оболочки для множества точек закончено?

19) От чего зависит знак площади многоугольника, вычисленной по формуле "полусумма косых произведений"?

20) При вычислении площади по формуле "полусуммы косых произведений" может ли получиться нулевое значение площади? От чего это зависит?
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