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Вступ

Стрiмкий розвиток науки i наукова насиченiсть процесiв, якi вiдбуваються в
економiцi, вимагає вiд сучасних спецiалiстiв вмiння швидко орiєнтуватися у змi­
нах, породжених науково­технiчним прогресом, що неможливо без математичної
культури та володiння елементами математичного моделювання економiчних
процесiв.

Економiко­математичнi методи та моделi як навчальна дисциплiна покли­
кана формувати теоретичнi знання та практичнi навички щодо методологiї та
iнструментарiю побудови та адекватного використання рiзних типiв економiко­
математичних моделей для аналiзу економiчних об’єктiв, процесiв, явищ, тен­
денцiй та причинно­наслiдкових зв’язкiв в економiцi. Завдання дисциплiни по­
лягає в усвiдомленнi студентами сутi, пiзнавальних можливостей та практично­
го значення математичного моделювання, як одного з наукових методiв пiзнання
дiйсностi, ознайомленнi з найбiльш поширеними математичними методами, ви­
користовуваними для формалiзацiї економiчних задач.

З метою засвоєння студентами основних принципiв та iнструментарiю щодо
постановки задач економiко­математичного моделювання, методiв їх розв’язува­
ння та аналiзу, навчальною програмою передбачається виконання циклу лабо­
раторних робiт.

Данi методичнi вказiвки призначенi для студентiв денної та заочної форм на­
вчання за напрямом пiвготовки 6.030 i мiстять основнi теоретичнi вiдомостi, зав­
дання до виконання лабораторних за темами, передбаченими програмою курсу,
а також список рекомендованої лiтератури.
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Лабораторна робота № 1
Модель мiжгалузевого балансу. (Модель Лєонтьєва)

Мета: Вивчити рiвняння мiжгалузевого балансу. Навчитись визначати
об’єми валової продукцiї, якщо вiдома матриця прямих матерiальних
затрат та об’єми кiнццевої продукцiї

Теоретичнi вiдомостi

Функцiювання багатогалузевої економiки потребує балансу мiж її окремими
галузями. Кожна галузь одночасно є як виробником, так i споживачем продукцiї,
яку виробляють iншi галузi. Таким чином, виникає непроста задача розрахунку
взаємозв’язкiв мiж окремими галузями через випуск та споживання продукцiї.
Вперше математична модель цiєї задачi була побудована у 1936 роцi в працях
американського економiста В.В. Лєонтьєва. У 1973 роцi В.В. Лєонтьєву була при­
суджена Нобелiвська премiя ”за розвиток методу “витрати­випуск” i застосування
до важливих економiчних проблем”.

Зробимо наступнi припущення. Нехай виробнича сфера складається з n галу­
зей, кожна з яких виробляє однотипну продукцiю. Таким чином, маємо n типiв
продукцiї. Позначимо Xi ­ валовий випуск продукцiї i­ої галузi економiки, xi j ­
частину продукцiї i­ої галузi, яку споживає j ­та галузь економiки для своїх ви­
робничих потреб, yi ­ частину продукцiї i­ої галузi, яка використовується в неви­
робничiй сферi (споживається), yi також називають кiнцевою продукцiю спожи­
вання.

Схему мiжгалузевого балансу можна подати у виглядi таблицi:

Галузi еко­
номiки

Споживання у виробничiй сферi Кiнцева
продукцiя

Валова про­
дукцiя

1 x11 x12 ... x1n y1 X1
2 x21 x22 ... x2n y2 X2
... ... ... ... ... ... ...
n xn1 xn2 ... xnn yn Xn

Балансовий принцип звязку рiзних галузей економiки полягає в тому, що ва­
лова продукцiя i­ої галузi повинна дорiвнювати сумi частин споживання у ви­
робничiй i невиробничiй сферах, тобто для будь­якого i повинна виконуватись
рiвнiсть:

Xi =
n

∑
j=1

xi j + yi (1)

Рiвняння (1), де i = 1, 2, ...n, називають рiвнянням мiжгалузевого балансу.
На основi аналiзу економiки США Лєонтьєвим було помiчено, що вiдношен­

ня ai j =
xi j
X j

залишаються сталими, або змiнюється досить мало протягом певного

5
кафедра IСЕ



ЕМММ

промiжку часу, тому величини ai j можна вважати константами. Цей факт по­
яснюється тим, що технологiя виробництва досить довгий час може залишатися
на одному й тому ж рiвнi. Числа називають ai j коефiцiєнтами прямих матерiаль­
них затрат.

Запишемо рiвняння балансу (1) у матричнiй формi. Для цього нам будуть
потрiбнi наступнi позначення.

A =


a11 a12... a1n
a21 a22... a2n
..... ...... .....
an1 ... ann

 ; X =


X1
X2
...
Xn

 ; Y =


y1
y2
...
yn


Матриця А називається матрицею прямих матерiальних затра (її також назива­
ють технологiчною матрицею).

Вiдмiтимо деякi властивостi коефiцiєнтiв ai j. Зрозумiло, що ai j ≥ 0 i ai j < 1 .
Матриця А називається продуктивною, якщо виконується умова: X −AX > 0. До­
статня умова продуктикностi:

n

∑
j=1

ai j < 1, i = 1, 2, ...n.

Отже, рiвняння (1) у матричнiй формi мають вигляд:

X = AX +Y (2)

Рiвняння (2) називається моделлю Лєонтьєва багатогалузевого балансу. За
допомогою моделi Лєонтьєва можна розв’язувати задачi двох типiв. 1) Знаючи
об’єми валової продукцiї кожної галузi X , розрахувати об’єми кiнцевої продукцiї
кожної галузi Y :

Y = X −AX

2) Задaючи об’єми кiнцевої продукцiї для кожної галузi Y , знайти об’єми валової
продукцiї кожної X :

X = (E −A)−1Y

Зауважимо, що для продутивної матрицi (E −A)−1 iснує. Матрицю

B = (E −A)−1

називають матрицею повних витрат.

Хiд роботи
1. Розв’язати задачi 1­2;

2. Вiдповiднi обчислення провести в Excel;

Завдання для самостiйного виконання
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Задача 1. Таблиця мiстить данi мiжгалузевого балансу для трьох галузей
промисловостi. Записати матрицю прямих матерiальних затрат. Знайти об’єми
кiнцевої продукцiї для кожної галузi. Знайти новi об’єми валової продукцiї для
кожної галузi, якщо кiнцеву продукцiю планується збiльшити вiдповiдно до y1; y2;
y3 умовних грошових одиниць.

Варiант 1
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 10 20 25 100
2 B 15 30 15 150
3 C 20 20 30 200

y1 = 50; y2 = 120; y3 = 140.

Варiант 2
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 5 35 20 100
2 B 10 10 20 100
3 C 20 10 10 50

y1 = 60; y2 = 80; y3 = 40.

Варiант 3
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 10 50 20 200
2 B 25 20 50 200
3 C 40 40 20 180

y1 = 1000; y2 = 110; y3 = 85.

Варiант 4
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 10 40 50 120
2 B 20 20 50 200
3 C 40 45 20 250
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y1 = 40; y2 = 120; y3 = 150.

Варiант 5
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 15 60 20 150
2 B 40 20 60 200
3 C 5 40 30 120

y1 = 50; y2 = 90; y3 = 60.

Варiант 6
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 10 40 12 100
2 B 40 20 60 220
3 C 60 20 20 200

y1 = 50; y2 = 110; y3 = 120.

Варiант 7
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 20 80 80 320
2 B 80 40 60 400
3 C 40 90 20 200

y1 = 150; y2 = 220; y3 = 80.

Варiант 8
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 2 20 30 100
2 B 40 10 20 120
3 C 10 30 30 120

y1 = 60; y2 = 60; y3 = 60.
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Варiант 9
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 30 90 80 300
2 B 120 40 60 300
3 C 90 90 20 260

y1 = 150; y2 = 100; y3 = 80.

Варiант 10
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 4 12 20 100
2 B 15 5 10 50
3 C 10 10 2 50

y1 = 70; y2 = 30; y3 = 40.

Варiант 11
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 3 20 42 120
2 B 15 10 20 120
3 C 15 25 10 150

y1 = 60; y2 = 90; y3 = 120.

Варiант 12
№п/п Споживання у виробничiй cферi Кiнцева

продукцiя
Валова про­
дукцiя

Галузь A B C
1 A 10 20 25 100
2 B 15 30 15 150
3 C 20 20 30 200

y1 = 50; y2 = 120; y3 = 140.

Задача 2. Користуючись заданими коефiцiєнтами прямих матерiальних за­
трат та заданими об’ємами кiнцевої продукцiї для трьох галузей промисловостi,
потрiбно:
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1. перевiрити продуктивнiсть матрицi прямих матерiальних затрат;

2. знайти об’єми валової продукцiї галузей;

3. знайти об’єми продукцiї i­ої галузi, якi використовуються у виробничiй сферi
iншими галузями.

Варiант 1
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.3 0 0.2 58
2 0.1 0.1 0.6 105
3 0.2 0.4 0 27

i=3

Варiант 2
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.1 0.2 0 100
2 0.4 0 0.6 50
3 0 0.2 0.1 60

i=2

Варiант 3
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0 0.1 0.1 106
2 0.3 0.2 0.1 55
3 0.4 0 0.4 100

i=1

Варiант 4
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.2 0.2 0 38
2 0 0.2 0.5 65
3 0.1 0.2 0.1 78

i=1
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Варiант 5
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.3 0.2 0.1 48
2 0.2 0.2 0 75
3 0 0.1 0.6 70

i=3

Варiант 6
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.3 0.3 0.2 120
2 0.1 0.2 0.2 102
3 0.4 0.1 0.2 75

i=2

Варiант 7
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.1 0 0.4 65
2 0.2 0.1 0.3 95
3 0.6 0.2 0 72

i=1

Варiант 8
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0 0.1 0.1 200
2 0.6 0.1 0.2 140
3 0 0.4 0.3 100

i=3

Варiант 9
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.05 0.2 0.2 120
2 0.25 0.01 0.2 205
3 0.4 0.4 0.02 170

i=3
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Варiант 10
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.03 0.15 0.2 180
2 0.25 0.15 0.2 250
3 0.6 0.1 0.04 320

i=3

Варiант 11
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.05 0.4 0.3 82
2 0.5 0.02 0.3 118
3 0.1 0.3 0 180

i=2

Варiант 12
Галузь Коефiцiєнти прямих матерiальних затрат Кiнцева

продукцiя
1 2 3

1 0.02 0.1 0.15 50
2 0.12 0.2 0.2 48
3 0.2 0.45 0 92

i=1

Контрольнi запитання
1. Дайте означення математичної моделi економiчної системи.

2. Перерахуйте основнi етапи математичного моделювання.

3. Що називається рiвнянням мiжгалузевого балансу. (МодельЛєонтьєва). По­
яснiть економiчний змiст моделi Лєонтьєва.

4. Що називається матрицею прямих матерiальних затрат? Пояснiть економi­
чний змiст елементiв матрицi прямих матерiальних затрат.

5. Що таке продуктивна матриця прямих матерiальних затрат? Сформулюйте
достатню умову продуктивностi матрицi прямих матерiальних затрат.

6. Якi задачi можна розв’язати за допомогою моделi Лєонтьєва?

7. Що називається матрицею повних витрат. Пояснiть економiчний змiст еле­
ментiв цiєї матрицi.
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Лабораторна робота № 2
Розв’язування задач лiнiйного програмування геометричним

методом
Мета: Навчитися розв’язувати задачi лiнiйного програмування геоме­
тричним методом

Теоретичнi вiдомостi
Багато задач планування комерцiйної дiяльностi можна розв’язати, звiвши їх

до задач лiнiйного програмування.
Задачi математичного програмування ­ це задачi на знаходження максиму­

му або мiнiмуму (так званi оптимiзацiйнi задачi) функцiї багатьох змiнних (яку
називають цiльовою функцiєю) на деякiй множинi допустимих значень. Множи­
ну допустимих значень задають за допомогою системи рiвнянь або нерiвностей
(обмежень на можливi значення змiнних). Якщо цiльова функцiя та функцiї, якi
входять в систему обмежень, є лiнiйними, то маємо задачу лiнiйного програму­
вання.

Розглянемо задачу лiнiйного програмування, записану в стандартному вигля­
дi:

f (x1; x2; ...xn) =
n

∑
j=1

c j x j → max (3)

n

∑
j=1

ai j x j ≤ bi (4)

i = 1,2, ...m;

x j ≥ 0 (5)
Допустимим розв’язком задачi (3) ­ (5) називають будь­який набiр змiнних

(x1; x2; ...xn), який задовольняє системi обмежень (4) ­ (5). Оптимальним розв’язком
задачi називають допустимий розв’язок, при якому цiльова функцiя (3) досягає
максимального значення. Отже, потрiбно знайти оптимальний розв’язок.

Геометричний метод роз’язування задач лiнiйного програмування базується
на властивостях градiєнта функцiї багатьох змiнних (i цiльової функцiї зокрема).

Нагадаємо означення градiєнта функцiї.
Градiєнтом функцiї f (x1; x2), позначається grad f , називається вектор виду:

grad f (x1; x2) =

(
∂ f
∂x1

;
∂ f
∂x2

)
Зокрема, для цiльової функцiї задачi лiнiйного програмування:

f (x1; x2) = c1x1 + c2x2
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grad f (x1; x2) = (c1; c2) .

Важливими для нас є наступнi властивостi градiєнта.

1. Градiєнт функцiї направлений в сторону найшвидшого зростання функцiї,
причому максимальнашвидкiсть зростанняфункцiї дорiвнює модулю її гра­
дiєнта;

2. Градiєнт функцiї перпендикулярний до її лiнiї рiвня.

Отже, щоб розв’язати задачу лiнiйного програмування геометричним мето­
дом, по­перше, будуємо область допустимих розв’язкiв задачi, тобто на площинi
будуємо сукупнiсть точок (x1; x2), що визначається системою нерiвностей (обме­
жень). Вiдмiтимо, що для задач лiнiйного програмування, цiльова функцiя яких
задежить вiд двох змiнних, область допустимих розв’язкiв ­ деякий мгногоку­
тник. По­друге, будуємо градiєнт функцiї, i, наприклад, через початок коорди­
нат проводимо перпендикулярно градiєнту лiнiю рiвня функцiї. По­третє, пере­
мiщаємо лiнiю рiвня у напрямку градiєнта, поки лiнiя рiвня не виявиться на
межi областi допустимих розв’язкiв. Остання спiльна точка лiнiї рiвня та областi
допустимих розв’язкiв є оптимальним розв’язком задачi лiнiйного програмуван­
ня. Залишається знайти координати цiєї точки, розв’язавши вiдповiдну систему
лiнiйних рiвнянь.

Вiдмiтимо, що у випадку, коли задача лiнiйного програмування має єдиний
розв’язок, цей розв’язок обов’язково знаходиться у вершинi многокутника розв’яз­
кiв. Крiм того, задача лiнiйного програмування може мати безлiч розв’язкiв, або
взагалi не мати розв’язкiв.

Хiд роботи

1. Розв’язати задачу лiнiйгного програмування геометричним методом;

2. Перевiрити отриманi результати в Excel за допомогоюфункуiї ”Пошук розв’яз­
кiв”;

Завдання для самостiйного виконання

1. Розв’яжiть задачу лiнiйного програмування геометричним методом. Резуль­
тати перевiрте в Excel, користуючись фунцiєю ’Пошук розв’язкiв’.
Знайдiть максимум цiльової функцiї F(x1; x2) при заданих обмеженнях.

Варiант 1

F(x1; x2) = 5x1 −2x2
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Система обмежень: 
−3x1 + x2 ≤ 6

x1 + x2 ≤ 10
x1 −4x2 ≤ 4

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 2

F(x1; x2) = 3x1 −2x2

Система обмежень: {
4x1 +3x2 ≤ 8

4x1 + x2 ≤ 6

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 3

F(x1; x2) =−x1 +10x2

Система обмежень: {
x1 −0.5x2 ≤ 0
−x1 +5x2 ≤ 5

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 4

F(x1; x2) = 6x1 −5x2

Система обмежень: 
x1 + x2 ≤ 4

−x1 +2x2 ≤ 12
x1 − x2 ≤ 12

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 5

F(x1; x2) = 10x1 + x2
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Система обмежень: {
2x1 +3x2 ≤ 33

x1 − x2 ≤ 6

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 6

F(x1; x2) = 5x1 − x2

Система обмежень: 
−3x1 + x2 ≤ 6

x1 + x2 ≤ 10
x1 −4x2 ≤ 4

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 7

F(x1; x2) = x1 +2x2

Система обмежень: 
x1 −5x2 ≤ 4

−x1 +2x2 ≤ 12
3x1 + x2 ≤ 15

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 8

F(x1; x2) =−x1 +2x2

Система обмежень: 
2x1 + x2 ≥ 9
3x1 + x2 ≥ 3

x1 + x2 ≤ 5

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 9

F(x1; x2) = 2x1 +3x2
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Система обмежень: {
3x1 − x2 ≤ 12
2x1 + x2 ≤ 8

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 10

F(x1; x2) = 5x1 − x2

Система обмежень: 
−3x1 + x2 ≤ 6

x1 + x2 ≤ 10
x1 −4x2 ≤ 4

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 11

F(x1; x2) = 2x1 +5x2

Система обмежень: 
3x1 +4x2 ≤ 24
−x1 +2x4 ≤ 20

x1 +2x2 ≤ 12

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 12

F(x1; x2) = 5x1 − x2

Система обмежень: 
−3x1 +2x2 ≤ 12

x1 +2x2 ≤ 12
0.5x1 − x2 ≥ 0

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Контрольнi запитання

1. У чому полягає задача лiнiйного програмування?
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2. Що називається допустимим розв’язком задачi лiнiйного програмування?
Що називається областю допустимих значень задачi лiнiйного програмува­
ння? Що таке оптимальний розв’язок задачi?

3. Дайте означення градiєнта функцiї. Перерахуйте його властивостi. Якi вла­
стивостi градiєнта використовують при розв’язуваннi задач лiнiйного про­
грамування геометричним методом?

4. Перерахуйте основнi етапи розв’язування задачi лiнiйного програмування
геометричним методом.

5. Чи може задача лiнiйного програмування не мати розв’язкiв? Якщо так, з
чим це може бути пов’язано?

6. Чи може задача лiнiйного програмування мати безлiч розв’язкiв? За яких
умов?

7. Вкажiть переваги та недолiки геометричного методу.
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Лабораторна робота № 3
Розв’язування задач лiнiйного програмування симплекс

методом
Мета: Навчитися будувати лiнiйнi моделi для простих економiчних

задач та розв’язувати задачi лiнiйого програмування симплексним ме­
тодом

Теоретичнi вiдомостi
Багато задач планування комерцiйної дiяльностi можна розв’язати, звiвши їх

до задач лiнiйного програмування.
Задачi математичного програмування ­ це задачi на знаходження максимуму

або мiнiмуму функцiї багатьох змiнних (яку називають цiльовою функцiєю) на
деякiй множинi допустимих значень. Множину допустимих значень задають за
допомогою системи рiвнянь або нерiвностей (обмежень). Якщо цiльова функцiя
та функцiї, якi входять в систему обмежень, є лiнiйними, то маємо задачу лiнiй­
ного програмування.

Розглянемо задачу лiнiйного програмування, записану в стандартному вигля­
дi:

f (x1; x2; ...xn) =
n

∑
j=1

c j x j → max (6)

n

∑
j=1

ai j x j ≤ bi (7)

i = 1,2, ...m;

x j ≥ 0 (8)
Допустимим розв’язком задачi (6) ­ (8) називають будь­який набiр змiнних

(x1; x2; ...xn), який задовольняє системi обмежень (7) ­ (8). Оптимальним розв’язком
задачi називають допустимий розв’язок, при якому цiльова функцiя (6) досягає
максимального значення. Отже, потрiбно знайти оптимальний розв’язок.

Симплекс метод ­ це аналiтичний iтеративний метод розв’язування задачi лi­
нiйного програмування, який полягає в послiдовному цiленаправленому перехо­
дi вiд одного допустимого розв’язку до iншого з покращенням значення цiльової
функцiї. Якщо задача лiнiйного програмування має розв’язок, то за скiнченне чи­
сло крокiв ми отримаємо її оптимальний розв’язок.

Щоб розв’язати задачу симплексним методом, спочатку перепишемо її у кано­
нiчному видi, який передбачає запис усiх обмежень у виглядi рiвностей. Перехiд
вiд стандартного до канонiчного виду можна здiйснити, ввiвши до кожного обме­
ження додаткову невiд’ємну змiнну xm+i.

Отже, канонiчний вид задачi лiнiйного програмування:
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f (x1; x2; ...xn) =
n

∑
j=1

c j x j → max (9)

n

∑
j=1

ai j x j + xm+i = bi (10)

i = 1,2, ...m;

x j ≥ 0 (11)
Додатковi змiннi {xm+1; xm+2; ...x2m} можна розглядати як базиснi системи рiв­

нянь (5) i, таким чином, перший допустимий розв’язок матиме вигляд:

(0; 0; ...0; b1; b2; ...bm).

Значення цiльової функцiї, що вiдповiдає даному допустимому розв’язку, дорiв­
нює нулю, i, очевидно, такий розв’язок не є оптимальним. Обчислимо симплекснi
оцiнки

∆i =
m

∑
i=1

ckiai j − ci,

де cki­ коефiцiєнти цiльової функцiї бiля базисних змiнних.
Критерiй оптимальностi полягає в наступному. Допустимий розв’язок задачi

(6)­(8) є оптимальним тодi i тiльки тодi, коли всi симплекснi оцiнки невiд’ємнi.
Якщо серед симплексних оцiнок є хоча б вiд’ємна, то допустимий розв’язок можна
покращити. Для покращення допустимого розв’язку вводимо в базис нову змiнну,
яка вiдповiдає стовбчику з найбiльшою по модулю вiд’ємною симплексною оцiн­
кою (ведучий стовбчик). Щоб зрозумiти, яку змiнну потрiбно виводити iз базису,
знаходимо симплекснi вiдношення

θi =

{
bi

aik

}
Iз базису потрiбно вивести змiнну, яка знаходиться в рядку з мiнiмальним сим­
плексним вiдношенням (ведучий рядок). Далi перерахуємо симплексну таблицю
по методу Жордана­Гаусса. Результати обчислень зручно оформляти у виглядi
симплексних таблиць.

Хiд роботи

1. Розв’язати задачi 1­2 для самостiйного виконання;

2. Вiдповiднi обчислення перевiрити в Excel;

Завдання до самостiйного виконання
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1. Розв’яжiть задачу лiнiйного програмування симплексним методом. Резуль­
тати перевiрте в Excel, користуючись фунцiєю ‘Пошук розв’язкiв‘.
Знайдiть максимум цiльової функцiї F(x1; x2) при заданих обмеженнях.

Варiант 1

F(x1; x2) = 2x1 +3x2

Система обмежень: {
x1 +3x2 ≤ 9

x1 + x2 ≤ 7

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 2

F(x1; x2) = x1 +3x2

Система обмежень: {
x1 +2x2 ≤ 10

x1 + x2 ≤ 7

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 3

F(x1; x2) = x1 +3x2

Система обмежень: {
3x1 +2x2 ≤ 12

x1 +2x2 ≤ 8

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 4

F(x1; x2) = 2x1 +3x2

Система обмежень: {
x1 + x2 ≤ 8
x1 + x2 ≤ 18
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x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 5

F(x1; x2) = 10x1 + x2

Система обмежень: {
2x1 +3x2 ≤ 33

x1 − x2 ≤ 6

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 6

F(x1; x2) = 2x1 + x2

Система обмежень: {
3x1 − x2 ≤ 10
2x1 + x2 ≤ 12

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 7

F(x1; x2) = 2x1 +4x2

Система обмежень: {
2x1 +5x2 ≤ 9
4x1 +3x2 ≤ 7

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 8

F(x1; x2) = 2x1 +8x2

Система обмежень: {
2x1 +3x2 ≤ 9

4x1 + x2 ≤ 15

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0
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Варiант 9

F(x1; x2) = 3x1 +5x2

Система обмежень: {
4x1 +3x2 ≤ 12

x1 + x2 ≤ 5

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 10

F(x1; x2) = 4x1 +3x2

Система обмежень: {
x1 +2x2 ≤ 8

x1 + x2 ≤ 10

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 11

F(x1; x2) = 6x1 + x2

Система обмежень: {
10x1 +3x2 ≤ 30
4x1 +5x2 ≤ 20

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0

Варiант 12

F(x1; x2) = x1 +7x2

Система обмежень: {
x1 +5x2 ≤ 20
x1 +2x2 ≤ 12

x1 ≥ 0; x2 ≥ 0
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2. Пiдприємство випускає продукцiю двох видiв P1 i P2. Запаси сировини i нор­
ми витрати сировини на умовну одиницю продукцiї кожного виду поданi в
таблицi. Прибуток вiд реалiзацiї одиницi продукцiїP1 складає 1 тис. грн, а вiд
реалiзацiї одиницi продукцiї P2 ­ C2 тис.грн. Як потрiбно спланувати випуск
продукцiї, щоб прибуток був максимальний?

Вар.
№

Вид сиро­
вини

Запас си­
ровини

Витрати
на од.
продукцiї
P1

Витрати
на од.
продукцiї
P2

C1 C2

1 1 19 2 3 7 1
2 13 2 1
3 15 0 3
4 18 3 0

2 1 5 1 2 1 3
2 8 2 1
3 3 0 1
4 4 1 0

3 1 8 1 2 1 2
2 10 3 1
3 3 0 1
4 7 1 0

4 1 100 2 1 1 4
2 80 1 1
3 150 0 2

5 1 25 1 5 3 1
2 9 1 1
3 22 3 2

6 1 12 2 2 2 3
2 9 1 1
3 20 1 4

7 1 21 2 3 3 4
2 18 1 3
3 24 5 2

8 1 16 1 4 2 5
2 7 1 1
3 12 2 1

9 1 12 1 3 2 6
2 8 1 1
3 10 2 2
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10 1 40 2 2 4 1
2 50 1 2
3 32 1 0

11 1 60 2 3 8 3
2 42 4 1
3 35 1 3
4 40 1 1

12 1 28 2 3 7 1
2 20 4 1
3 32 1 2

Контрольнi запитання

1. Дайте означення задачi лiнiйного програмування.

2. Яка форма запису задачi лiнiйного програмування називається канонiчною?
Сформулюйте правило переходу вiд стандартної до канонiчної форми запи­
су задачi лiнiйного програмування.

3. Сформулюйте суть симплексного методу розв’язування задач лiнiйного про­
грамування.

4. Сформулюйте критерiй оптимальностi розв’язку задачi лiнiйного програму­
вання.

5. Сформулюйте правило переходу вiд одного базису до iншого при розв’язу­
ваннi задач лiнiйного програмування симплексним методом.
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Лабораторна робота № 4
Двоїста задача лiнiйного програмування

Мета: Навчитися будувати двоїсту задачу лiнiйного програмування
та та знаходити її розв’язок за допомогою теорем двоїстостi

Теоретичнi вiдомостi

Будь­яка задача лiнiйного програмування тiсно пов’язана з iншою лiнiйною
задачею, яку називають двоїстою задачею. Кожну iз пари взаємодвоїстих задач
можна розглядати як самостiйну задачу лiнiйного програмування i розв’язува­
ти незалежно вiд iншої. Однак зв’язок мiж взаємодвоїстими задачами полягає,
зокрема, i в тому, що розв’язок двоїстої задачi може бути отриманий iз розв’язку
прямої за допомогою теорем двоїстостi.

Компоненти оптимального розв’язку двоїстої задачi лiнiйного програмування
називають двоїстими оцiнками (об’єктивно обумовленими оцiнками).

Розглянемо правила побудови двоїстої задачi. Нехай пряма задача записана
в стандартнiй формi.

1. Якщо пряма задача лiнiйного програмування сформулювана як задача на
знаходження максимуму цiльової функцiї, а всi обмеження записанi за до­
помогою знака ” ≤ ”, то двоїсту задачу формулюють як задачу на знаходже­
ння мiнiмуму цiльової фунцiї, а обмеження записують за допомогою знака
” ≥ ”.

2. Число змiнних двоїстої задачi дорiвнює числу обмежень прямої, причому iн­
декс змiнної двоїстої задачi вiдповiдає номеру обмеження; число обмежень
двоїстої задачi дорiвнює числу змiнних прямої.

3. Якщо A­ матриця коефiцiєнтiв обмежень прямої задачi, то матриця коефi­
цiєнтiв обмежень двоїстої задачi ­AT . Вiльнi члени в обмеженнях двоїстої
задачi дорiвнюють коефiцiєнтам цiльової функцiї прямої.

4. Коефiцiєнти цiльової функцiї двоїстої задачi дорiвнюють вiльним членам
обмежень прямої задачi.

5. Будь­якому обмеженню прямої задачi, записаному через знак ≤ вiдповiдає
умова невiд’ємностi змiнної двоїстої задачi. Якщо обмеження прямої задачi
записане як рiвнiсть, то обмеження невiд’ємностi знiмається.

Таким чином, нехай пряма задача лiнiйного програмування записана у ви­
глядi:

f (x) =
n

∑
i=1

c jx j → max (12)
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n

∑
j=1

ai jx j ≤ bi; i = 1; ...m (13)

x j ≥ 0 (14)
Тодi двоїста задача записується у виглядi:

g(y) =
m

∑
i=1

biyi → min (15)

m

∑
i=1

a jiyi ≥ c j; j = 1, ...n (16)

yi ≥ 0 (17)
Знайти розв’язок двоїстої задачi лiнiйного програмування, знаючи розв’язок

прямої, можна за допомогою теорем двоїстостi.
Теорема 1
Якщо iснує оптимальний розв’язок прямої задачi лiнiйного програмування X∗,

то iснує також оптимальний розв’язок двоїстої задачi Y∗, причому виконується
рiвнiнсть f (X∗) = g(Y∗).

Якщо цiльова функцiя f (X) прямої задачi лiнiйного програмування необме­
жена на областi допустимих значень, то двоїста задача не має розв’язку.

Теорема 2
Для того, щоб допустимi розв’язки X та Y вiдповiдно прямої та двоїстої задач

лiнiйного програмування були оптимальними необхiдно i достатньо виконання
умов:

yi

(
n

∑
j=1

ai jx j −bi

)
= 0

x j

(
m

∑
i=1

ai jyi − c j

)
= 0

Хiд роботи

1. Розв’язати задачi 1­2 для самостiйного виконання;

2. Вiдповiднi обчислення провести в Excel;

Завдання для самостiйного виконання
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1. Розв’яжiть задачу лiнiйного програмування симплексним методом ( або кори­
стуючись фунцiєю “Пошук розв’язкiв”). Побудуйте двоїсту задачу та знайдiть
її розв’язок за допомогою першої та другої теорем двоїстостi. Результати пере­
вiрте в Excel, користуючись фунцiєю ”Пошук розв’язкiв”.

Варiант 1

F(x1; x2) = x1 +4x2 +2x3 → max

Система обмежень: {
2x1 +3x2 + x3 ≤ 18

x1 + x2 +2x3 ≤ 12

x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 2

F(x1; x2) = 4x1 + x2 +6x3 → max

Система обмежень: {
x1 +2x2 +2x3 ≤ 16
3x1 + x2 +5x3 ≤ 20

x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 3

F(x1; x2) = 2x1 +3x2 +3x3 → max

Система обмежень: {
4x1 +2x2 +3x3 ≤ 24
x1 +2x2 +4x3 ≤ 20

x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 4

F(x1; x2) = 5x1 +2x2 +4x3 → max

Система обмежень: {
x1 +6x2 +4x3 ≤ 30
8x1 + x2 +3x3 ≤ 36
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x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 5

F(x1; x2) = 10x1 + x2 +7x3 → max

Система обмежень: {
8x1 +3x2 +6x3 ≤ 48
x1 +4x2 +2x3 ≤ 28

x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 6

F(x1; x2) = 2x1 + x2 +5x3 → max

Система обмежень: 
2x1 +3x2 +6x3 ≤ 36

2x1 +5x2 +12x3 ≤ 60
4x2 +5x3 ≤ 40

x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 7

F(x1; x2) = x1 +4x2 +2x3 → max

Система обмежень: {
2x1 +5x2 +2x3 ≤ 30
x1 +3x2 +3x3 ≤ 21

x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 8

F(x1; x2) = 2x1 +9x2 +5x3 → max

Система обмежень: 
2x1 +8x2 +7x3 ≤ 56
3x1 +6x2 +5x3 ≤ 45

x1 +2x2 + x3 ≤ 10
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x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 9

F(x1; x2) = 3x1 +5x2 +3x3 → max

Система обмежень: {
4x1 +6x2 + x3 ≤ 24

2x1 + x2 + x3 ≤ 18

x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 10

F(x1; x2) = 6x1 +3x2 +5x3 → max

Система обмежень: {
x1 + x2 +6x3 ≤ 39

5x1 +8x2 +2x3 ≤ 40

x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 11

F(x1; x2) = 6x1 +3x2 +8x3 → max

Система обмежень: 
10x1 +3x2 +6x3 ≤ 42

4x1 +5x2 +5x3 ≤ 40
x1 + x2 +3x3 ≤ 15

x1, x2, x3 ≥ 0

Варiант 12

F(x1; x2) = 2x1 +7x2 +6x3 → max

Система обмежень: 
x1 +5x2 +4x3 ≤ 50
x1 +4x2 +3x3 ≤ 42
4x1 + x2 +2x3 ≤ 40

x1, x2, x3 ≥ 0
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2. Пiдприємство випускає продукцiю двох видiв P1 i P2. Запаси сировини i нор­
ми витрати сировини на умовну одиницю продукцiї кожного виду поданi в
таблицi. Прибуток вiд реадiзацiї одиницi продукцiї P1 складає C1 тис. грн, а
вiд реалiзацiї одиницi продукцiї P2 ­ C2 тис. грн. Крiм того, виходячи iз спо­
живчих потреб, вiдомо, що випуск продукцiї Pi повинен бути не меншим, нiж
αi умовних одиниць. Як потрiбно спланувати випуск продукцiї, щоб прибуток
був максимальний?
Для отриманої задачi лiнiйного програмування побудуйте двоїсту задачу.
Знайдiть двоїстi оцiнки. Користуючись двоїстими оцiнками, зробiть висновок
щодо дефiцитностi кожного виду сировини.

Вар.
№

Вид сиро­
вини

Запас си­
ровини

Витрати
на од.
продукцiї
P1

Витрати
на од.
продукцiї
P2

C1 C2 αi

1 1 120 2 3
7 1

30
(i=2)

2 100 2 1
3 150 0 3

2 1 50 1 2
1 3

20
(i=1)

2 70 2 1
3 1 60 1 4

1 2
15

(i=1
)

2 120 5 2
4 1 100 2 1

1 4
25

(i=1)
2 80 1 1
3 150 0 2

5 1 75 1 5
3 1

2 9 1 1
3 22 3 2

6 1 120 2 5
2 3

30
(i=1)

2 80 1 1
3 120 1 4

7 1 30 2 3
3 4

6
(i=1)

2 27 1 3
3 40 5 2
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8 1 160 1 4
2 5

40
(i=1)

2 50 1 1
3 120 2 1

9 1 60 1 3
2 6

25
(i=1)

2 80 2 1
3 100 2 5

10 1 40 2 2
4 1

25
(i=2)

2 50 1 2
3 32 1 0

11 1 60 2 3
8 3

30
(i=2)

2 80 4 1
4 40 1 1

12 1 480 2 3
7 1

80
(i=2)

2 200 4 1
3 320 1 2

Контрольнi запитання

1. В чому полягає алгоритм побудови двоїстої задачi?

2. Сформулюйте першу теорему двоїстостi.

3. Сформулюйте другу теорему двоїстостi. В чому полягає економiчний змiст
другої теореми двоїстостi?

4. Опишiть алгоритм знаходження розв’язку двоїстої задачi на основi другої
теореми двоїстостi.
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Лабораторна робота № 5
Знаходження умовного екстремуму методом множникiв

Лагранжа
Мета: Навчитись визначати умовний екстремумфункцiї багатьох змiн­

них методом мгожикiв Лагранжа

Теоретичнi вiдомостi

Розглянемо задачу математичного програмування

f (x1; x2; ...xn)→ max (18)

ϕ j(x1; x2; ...xn)≤ 0, j = 1; ...m (19)
Якщо цiльова функцiя f (x1;x2; ...xn), або хоча б одна з функцiй ϕ(x1;x2; ...xn) не­

лiнiйнi, то задача (18) ­ (19) є задачею нелiнiйного програмування. У випадку, ко­
ли обмеження задаються у виглядi рiвностей

ϕ j(x1; x2; ...xn) = 0, j = 1; ...m (20)
задача (18) ­ (19) полягає у знаходженнi умовного екстремуму i може бути зве­

дена до задачi вiдшукання глобального екстремуму. (Обмеження (20) у цьому
випадку називають рiвняннями зв’язку)

Побудуємо допомiжну функцiю

L(x1; x2; ...xn;λ1; ...λm) = f (x1;x2; ...xn)+
m

∑
j=1

λ jϕ j(x1; x2; ...xn) (21)

Можна показати, що глобальний екстремум функцiї (4), яку ми далi будемо
називати функцiєю Лагранжа, спiвпадає з шуканим умовним екстремумом.

Отже, дослiджуємо на екстрмум функцiю Лагранжа.
Як вiдомо, необхiднi умови екстремуму:

∂L
∂xi

= 0; i = 1,2, ...,n

∂L
∂λ j

= 0; j = 1,2, ...,m

Достатнiми умовами екстремумуфункцiї є знаковизначенiсть диференцiалу дру­
гого порядку, d2L(x1, ...xn).

Хiд роботи
1. Розв’язати задачi 1)­2) для самостiйного виконання;

2. Вiдповiднi обчислення провести в Excel;
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Завдання для самостiйного виконання

1. Користуючись методом множникiв Лагранжа, знайдiть умовний екстремум
функцiї.

Варiант 1

a) f (x,y) = x2 +4y2 −6xy+8x−12

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 4x+ y−4 = 0

b) f (x,y) = 2x− y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x2 + y2 = 4

Варiант 2

a) f (x,y) = 4x2 + y2 −4xy−8x+2y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x+6y−4 = 0

b) f (x,y) = 2x+5y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 3x2 +2y2 = 12

Варiант 3

a) f (x,y) = x2 +4y2 +6xy+4x−2y+10

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x−5y−10 = 0

b) f (x,y) = 2x+ y+1

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x2 +4y2 = 1

Варiант 4
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a) f (x,y) = 3x2 + y2 −12xy+2x−12y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x+3y−9 = 0

b) f (x,y) = 2x+4y−5

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 2x2 + y2 = 4

Варiант 5

a) f (x,y) = 6xy+8x−12y+11

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 4x+6y−12 = 0

b) f (x,y) = x+5y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x2 + y2 = 5

Варiант 6

a) f (x,y) = x2 − y2 +6xy+4x−2y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 8x+ y−16 = 0

b) f (x,y) = x+6y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x2 +9y2 = 18

Варiант 7

a) f (x,y) = 4x2 + y2 +8x−12y+3

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x−10y+5 = 0

b) f (x,y) = x+8y
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Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x2 + y2 = 6

Варiант 8

a) f (x,y) = 3x2 + y2 −6xy+6x−2y+12

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 4x+ y−8 = 0

b) f (x,y) = 3x+2y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x2 +4y2 = 4

Варiант 9

a) f (x,y) = x2 +2y2 +5xy+4x− y+2

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x− y−10 = 0

b) f (x,y) = 12x+ y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 8x2 + y2 = 4

Варiант 10

a) f (x,y) = x2 −4y2 +2xy+4x−4y+12

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 6x− y−12 = 0

b) f (x,y) = 3x+2y+10

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 9x2 + y2 = 36

Варiант 11

a) f (x,y) = x2 +5y2 −4xy+2x−14
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Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 4x+6y+18 = 0

b) f (x,y) = 12x+2y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 2x2 + y2 = 16

Варiант 12

a) f (x,y) = x2 +4y2 −6xy+8x−12

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : 4x+ y−4 = 0

b) f (x,y) = 2x− y

Рiвняння зв’язку:
ϕ(x,y) : x2 + y2 = 4

2. Пiдприємство випускає продукцiю двох видiв, яку може реалiзувати по рин­
ковим цiнам p1 i p2 вiдповiдно. C(x,y) ­ функцiя затрат, де x, y ­ об’єми випуску
продукцiї вiдповiдно першого та другого видiв. Потрiбно спланувати випуск
продукцiї так, щоб прибуток фiрми був максимальним.

Вар. № p1 p2 C(x,y)
1 5 10 x2 + y2 − xy+2y
2 7 3 2x2 + y2 −0.5xy
3 15 8 x2 +1.5y2 −2xy+3x
4 12 2 0.3x2 +0.1y2 −2y
5 6 4 0.1x2 +0.2y2

6 2 3 0.2x2 +0.3y2 −0.2xy

3. Фiрма може реалiзувати свою продукцiю на двох ринках. Затрати по реалi­
зацiї x одиниць продукцiї на першому ринку складають C1(x), а по реалiзацiї
y одиниць продукiї на другому ­ C2(y). Фiрмi потрiбно реалiзувати M одиниць
продукцiї. Як розподiлити продукцiю по ринкам збуту, щоб затрати фiрми
були мiнiмальними.

6 C1(x) = x2 +8x C2(y) = y2 M = 250
7 C1(x) = x2 −2x C2(y) = y2 +2y M = 300
8 C1(x) = 0.1x2 C2(y) = 0.2y2 M = 450
9 C1(x) = x2 +4.5x C2(y) = y2 +0.5y 60 M = 400
10 C1(x) = x2 C2(y) = y2 +4y M = 800
11 C1(x) = 0.2x2 −4x C2(y) = 0.1y2 M = 900
12 C1(x) = 0.3x2 C2(y) = 0.2y2 +0.1y M = 880
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Контрольнi запитання

1. Дайте означення умовного екстремуму.

2. Що називається рiвнянням зв’язку?

3. Сформулюйте правило побудови функцiї Лагранжа.

4. В чому суть методу множникiв Лагранжа?

5. Сформулюйте необхiднi i достатнi умови екстремуму функцiї багатьох змi­
них.
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