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ОПТИМАЛЬНЕ ПРОЕКТУВАННЯ КОМПОЗИТНИХ ПЛАСТИН

Вступ

Армовані волокнами композиційні матеріали мають ряд суттєвих переваг перед однорідними матеріалами. Найбільш важливими перевагами є висока питома жорсткість і можливість регулювання фізико-механічних характеристик шляхом зміни орієнтації волокон та їх концентрації. Завдяки цій можливості при конструюванні з’являються додаткові ступені вільності, які дозволяють суттєво змінити процедуру проектування конструкції. Крім того, завдяки появі додаткових проектних параметрів невід’ємною частиною проектування конструкцій із композиційних матеріалів стає оптимізація.

У даній роботі розглядається можливість оптимізації з урахуванням демпфірування, яке є визначальним фактором для конструкцій, що працюють в умовах динамічних навантажень. Зазначимо, що, незважаючи на важливість цього фактора, при величезній кількості робіт, присвячених проблемі оптимізації конструкцій із композиційних матеріалів, демпфірування розглядалось не як параметр проектування, а як спосіб покращення характеристик уже спроектованої конструкції.
Рівняння коливань пластини з композиційних матеріалів

Розглянемо задачу коливань пластини, що складається з трьох шарів ортотропного композиційного матеріалу, характеристики якого визначені за методикою, запропонованою в [1]. Згідно з цією методикою характеристики шару армованого волокнами композиційного матеріалу визначаються за відомими властивостями матеріалів, що складають композит, такими залежностями:
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 – компоненти матриці комплексних модулів двофазного композитного матеріалу багатошарової структури;
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j
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C

,

 – компоненти матриць комплексних модулів матеріалів, які складають композит;
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h

 – коефіцієнт армування.

Матриця комплексних модулів армованого шару (рисунок 1) визначається за формулою
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де
Т – матриці повороту системи координат навколо осей, відповідно, x i z:
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Для одержання рівнянь коливань і приведення задачі до двовимірної використаємо апроксимацію переміщень по товщині поліномами Лагранжа [1].
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Рисунок 1 – Моношар композиційного матеріалу
Розглянемо довільний шар пластини з композиційного матеріалу, матриця комплексних модулів якого розраховується у відповідності з методикою, наведеною вище. Будемо вважати, що структура армованого шару відповідає ортотропному матеріалу (рисунок 1), а фізичні рівняння для матеріалів, які складають композит, описуються інтегралом згортки [2]
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Припустимо, що залежність переміщень від координати 
[image: image12.wmf]z

 у межах шару товщиною 
[image: image13.wmf]h

 можна апроксимувати за допомогою поліномів Лагранжа
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де
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u

 – вектор переміщень точки шару з координатою 
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 – вектор переміщень точок на інтерполяційних (вузлових) поверхнях (рисунок 2);
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N

 – матриця функцій інтерполяції по осі z,



[image: image19.wmf][

]

)

(

,

0

0

0

0

0

0

,

m

i

f

f

f

N

N

N

N

i

i

i

zi

zm

zi

z

«

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

=

,   
[image: image20.wmf]h

z

f

h

z

f

m

i

=

-

=

,

1

,
(5)
[image: image21.png]



Рисунок 2 – Апроксимація переміщень по товщині шару 

Можна показати, що цей варіант аналогічний теорії С.П.Тимошенка, яка враховує деформації зсуву по товщині, якщо нехтувати деформаціями розтягу-стиску по осі 
[image: image22.wmf]z

. З іншого боку, таку модель можна назвати напіваналітичним методом скінченних елементів. Деякі переваги використання поліномів Лагранжа пов'язані зі спрощенням умов з’єднання шарів у багатошарових структурах.

Деформації і напруження у точках шару
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де
А – матриця диференціальних операторів
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Особливості кожної конструкції враховуються вибором функцій апроксимації переміщень по осях x i y. У даному випадку
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Функції 
[image: image29.wmf]xy
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 можна прийняти неперервними вздовж осей 
[image: image30.wmf]y

x

,

 або кусково-неперервними. У першому випадку приходимо до класичного варіанту методу Рітца, у другому – до методу скінченних елементів у формі методу переміщень. Зазначимо, що можливим є і проміжний варіант – апроксимація по одній з осей (
[image: image31.wmf]x

 або 
[image: image32.wmf]y

) кусково-неперервними функціями, а по другій – неперервними, означеними по всій осі. Цей варіант відповідає так званому стрічковому варіанту МСЕ. Очевидно, всі ці варіанти є частинними випадками залежностей, які розглядаються.

З урахуванням (8), (9) далі одержимо
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де
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 – матриця функцій апроксимації переміщень по осях 
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Матриці жорсткості, мас і зовнішніх навантажень одержимо традиційним способом, пам’ятаючи, однак, що модель будується у просторі перетворень Фур'є, зокрема, вектор зовнішніх сил є прямим перетворенням Фур'є дійсних сил
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Розрахункове рівняння у просторі перетворень Фур’є має вигляд [1, 3]
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де
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 – зображення Фур'є, відповідно, зовнішніх сил і узагальнених координат;
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 – матриця мас;
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Для багатошарової оболонки матрицю динамічної жорсткості 
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можна одержати синтезом окремих матриць 
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 з урахуванням умов з’єднання шарів. Якщо розділити вектор переміщень 
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-го шару 
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 на блоки у відповідності з індексами 
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то умови з’єднання шарів можна записати як умови рівності переміщень на поверхнях контакту шарів
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Для шару пластини з шарнірно закріпленими краями функції апроксимації переміщень у координатах 
[image: image50.wmf]y

x
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 для 
[image: image51.wmf]n

m

,

-ї форми коливань запишемо у вигляді
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У відповідності з цим матриці динамічної жорсткості для лінійної апроксимації переміщень по товщині шару можна записати у вигляді блочної матриці, кожний блок якої має розмір 3х3
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Компоненти блоків будуть такими:
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У відповідності з кінематичними умовами для тришарової пластини блоки матриць 
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 об'єднуються за схемою, вказаною на рисунку 3.
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Рисунок 3 – Схема побудови глобальної матриці жорсткості тришарової пластини

Для аналізу розсіяння енергії необхідно розглянути нелінійну задачу на власні значення
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Власні числа і вектори матриці 
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 можна визначити за методикою, розглянутою у [3]. Декремент коливань, відповідний вибраній формі, визначається як відношення втраченої енергії до подвоєної потенціальної
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де
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 – власні вектори матриці 
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 – дійсна й уявна частини матриці 
[image: image65.wmf](

)

w

i

Z

;
н – знак ермітового транспонування.

Декремент коливань може бути визначений і за відомими власними значеннями (комплексними частотами) матриці 
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де
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 – комплексна частота коливань, відповідна 
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Оптимізація за критерієм максимального демпфірування

Основні переваги конструкцій з композиційних матеріалів пов'язані з можливістю більш повного задоволення експлуатаційних вимог за рахунок зміни кутів і коефіцієнтів армування, геометричних і фізичних характеристик, структури пакета шарів для багатошарових конструкцій. У багатьох випадках вимоги, які ставляться до конструкції, суперечать одна одній, що змушує використовувати методи оптимального проектування.

Про можливість вибору параметрів, які можуть забезпечити максимальні величини розсіяння енергії в конструкціях із композиційних матеріалів, свідчать залежності декремента коливань від параметрів структури і виду напруженого стану, що свідчить про необхідність оптимізувати не матеріал, а конструкцію.

Наведені нижче графіки для шарнірно закріпленої пластини з ортотропною структурою вказують на залежність декрементів також від номерів форм коливань (рисунок 4). Це накладає на пошук оптимальних параметрів ще одну умову – оптимальною конструкція може бути для даної форми коливань.
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Рисунок 4 – Залежність декремента коливань шарнірно закріпленої пластини від коефіцієнта армування (eta) і кута армування (fi) для різних форм коливань (m і n – кількість півхвиль по координатах x і y )
Нижче наведено приклади оптимізації за критерієм максимального демпфірування. Розглядалася пластина з трьох ортотропних шарів із заданими комплексними модулями матеріалів (рисунок 5).
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Рисунок 5 – Тришарова пластина з шарів, армованих волокнами

Задача формулювалася в такому вигляді:

Знайти вектор проектних параметрів
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– товщини шарів, 
[image: image75.wmf]i

fi

– кути армування), 
який забезпечує максимальне значення критерію оптимізації – декремента коливань пластини
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Сталі параметри для пластини приймалися такими:

– габаритні розміри: 
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;

– середня густина матеріалу 
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– комплексні модулі (об'ємний модуль і модуль зсуву) матеріалу армуючих волокон: 
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– комплексні модулі матеріалу основи:
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– коефіцієнти армування шарів 
[image: image82.wmf][

]

const

=

h

h

h

=

h

3

2

1

.

Середні характеристики ортотропного матеріалу розраховувалися за даними комплексними модулями вхідних матеріалів, значеннями коефіцієнта і кута армування у відповідності із залежностями (1)-(2). Результати оптимізації наведено в таблиці 1.
Обмеження в усіх випадках приймалися такими:
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Таблиця 1 – Початкові 
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значення параметрів проектування і цільової функції
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Цікаво відмітити, що в достатньо широкому діапазоні значень кутів армування значення оптимальних параметрів виявилися однаковими.

У таблиці 2 наведено результати пошуку оптимальних за демпфіруючими властивостями пластин для двох альтернативних варіантів армування шарів: пластини з демпфіруючим середнім шаром і пластини з демпфіруючими зовнішніми шарами. Відповідні осцилограми затухаючих коливань наведено на рисунках 6, 7.

Таблиця 2 – Результати оптимізації пластин для двох варіантів армування
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Обмеження на проектні параметри приймалися такими:


xmin = [0  0  0  0,005  0,005  0,005];

xmax = [/2  /2  /2  0,01  0,01  0,01].

Як видно, програма оптимізації чітко розділила ці два випадки, врахувавши значення коефіцієнтів армування шарів.
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Рисунок 6 – Осцилограми початкового (а) і оптимального (б) проектів тришарової пластини з несучими зовнішніми шарами
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Рисунок 7 – Осцилограми початкового (а) і оптимального (б) проектів тришарової пластини з несучим середнім шаром

Наведені приклади, незважаючи на достатньо складну програмну реалізацію, відносяться до порівняно простих. Ускладнення для більш реалістичних задач пов'язані, у першу чергу, зі збільшенням розмірності і додатковими обмеженнями на параметри жорсткості і міцності. 

Висновки

Запропонована методика оптимізації композитних конструкцій з урахуванням розсіяння енергії в матеріалі як рівноправного параметра проектування, побудована на математичному моделюванні коливань композитних конструкцій у просторі перетворень Фур'є, може використовуватися, зокрема, при проектуванні тонкостінних конструкцій з композиційних в’язкопружних матеріалів, які працюють при динамічних навантаженнях.
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