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ВСТУП 

Дані методичні вказівки складено відповідно до навчальних програм і 

призначено для здобувачів вищої освіти (ЗВО) спеціальностей, у яких курс 

«Теорія механізмів і машин» вивчається за повною програмою: 131 – Приклад-

на механіка, 274 – Автомобільний транспорт; 133 – Галузеве машинобудування.  

Матеріал методичних вказівок може бути використаний також ЗВО спе-

ціальності 187 – Деревообробні та меблеві технології при вивченні розділу «Те-

орія механізмів і машин» в курсі «Прикладна механіка».  

При вивченні курсів «Теорія механізмів і машин» та «Прикладна механі-

ка» ЗВО механічних спеціальностей оволодівають основними знаннями в галузі 

механіки машин. Формування професійного рівня фахівця нероздільно 

пов’язано із його вмінням самостійно розв’язувати практичні завдання. Навич-

ки самостійної роботи здобувачі вищої освіти  вдосконалюють в процесі вико-

нання розрахунково-графічних та курсових робіт. Одним з розділів індивідуа-

льних завдань для вищезазначених спеціальностей  є синтез привода машинно-

го агрегату, що  безпосередньо пов’язано з проектуванням зубчастих механіз-

мів та визначенням їх основних характеристик. Зокрема, в розрахунково-

графічних та курсових роботах передбачається  синтез передаточного механіз-

му у вигляді планетарного редуктора та відкритої зубчастої передачі.  

Основним параметром, який покладено в основу розрахунку, є передато-

чне відношення привода. Кінцевою метою розрахунку є визначення чисел зуб-

ців коліс редуктора, виходячи з умов  співвісності, складання та сусідства.  

Виконання завдань з дотриманням вищеназваних умов має специфічні 

особливості і, як показує практика, викликає у ЗВО певні труднощі.  

Метою методичних вказівок є допомога ЗВО денної та заочної форм на-

вчання при виконанні ними індивідуальних завдань при вивченні курсів «Тео-

рія механізмів і машин» та «Прикладна механіка». В методичному виданні ви-

кладено основні теоретичні положення,  надано практичні рекомендації та на-
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ведено приклади  щодо безпосереднього виконання синтезу планетарного ме-

ханізму відповідно до заданої кінематичної схеми. 

 

1 Основні поняття та визначення 

 

Багатоланкові зубчасті механізми з рухомими осями коліс розподіляють-

ся на планетарні (у яких ступінь рухливості дорівнює одиниці) та диференці-

альні (з двома і більше ступенями рухливості).  

Планетарні механізми (передачі) знаходять широке застосування в різних 

робочих та транспортних машинах. Їх використовують як перетворювачі руху – 

редуктори та мультиплікатори в коробках швидкостей, механізмах обкатки та 

ін. При відповідному виборі кінематичної схеми та чисел зубців коліс в плане-

тарних механізмах можна отримувати великі передаточні відношення (до 

10000), що складно здійснити у звичайних зубчастих передачах з нерухомими 

осями. 

Деякі типові схеми планетарних механізмів показані на рисунку 1.1. 

Основними ланками планетарної зубчастої передачі (табл. 1.1) є: 

– сателіти – зубчасті колеса з рухомими осями обертання; 

– водило – ланка, в якій розташовані осі обертання сателітів; 

– центральні колеса – зубчасті колеса з нерухомими осями. Центральні 

колеса завжди є сполученими із сателітами. Вони можуть бути, як рухомими 

так і нерухомими. Нерухомі центральні колеса називають опорними, рухомі – 

сонячними. 

Найчастіше планетарні механізми містять декілька  сателітів, осі яких 

жорстко з’єднані між собою, утворюючи блок сателітів. 

З метою спрощення графічного зображення на кінематичних схемах по-

казують, як правило, один із сателітів, оскільки інші з них не накладають дода-

ткових в’язей на відносний рух ланок механізму в цілому. 
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Таблиця 1.1 – Основні ланки планетарної зубчастої передачі 

 №схеми (рис. 1.1) 
Центральні  

колеса 
Сателіти Опорні колеса Водило 

а 1,3 2 3 Н 

б, в, г 1,4 2,3 4 Н 

 

 
 

 а) б) 

 

 
 в) г) 

 
 

 

Рисунок 1.1 – Схема планетарних механізмів: а, в – з різно-

типним зачепленням; б, г – з однотипним зачепленням 
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В диференціальних механізмах всі центральні колеса є рухомими, тобто 

опорні колеса у них відсутні.  Планетарні механізми, подані на рисунку 1.1, 

можуть бути перетворені у диференціальні, якщо в них звільнити від закріп-

лення опорні колеса 3 (рис. 1.1, а), або 4 (рис. 1.1, б, в, г). 

До окремої групи планетарних механізмів відносяться замкнені плане-

тарні механізми. Такі механізми можуть бути отримані з диференціальних, 

якщо в останні  додати замикаючий ланцюг у вигляді двох пар зубчастих коліс, 

наприклад, 5 і 6, 7 і 8 (рис. 1.2).   

 

 

Рисунок 1.2 – Кінематична схема замкненого планетарного механізму 

 

Ступінь рухливості планетарних механізмів W визначається за  форму-

лою П.Л. Чебишева: 

 4523 ppnW , (1.1) 

де n – число рухомих ланок; 

45 , pp  – число кінематичних пар п’ятого та четвертого класів відповідно. 
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Для механізмів, зображених на рисунку 1.1: 

123233W . 

Для замкненого планетарного механізму (рис. 1.2): 

145253W . 

 

2  Визначення передаточних відношень у планетарних механізмах.  

Метод оберненого руху (інверсії)  

 

Оскільки у планетарних механізмах є колеса з рухомими осями обертан-

ня, для визначення передаточних відношень застосовують метод оберненого 

руху (інверсії). Сутність метода полягає в наступному: якщо рухомій системі, 

що складається з декількох тіл, надати додаткового для всіх тіл руху, то віднос-

ний рух системи тіл залишиться незмінним. 

Розглянемо дворядковий диференціальний механізм (рис. 2.1), складений 

з рухомих ланок: зубчастого колеса 1, блоку сателітів 2 і 3, колеса 4 та водила 

Н. 

Нехай 43,21 ,,  і H  – відповідні швидкості обертання ланок під час 

їх дійсного руху. Надамо всьому механізму, тобто всім його ланкам, кутову 

швидкість  «– H ». Відносний рух ланок при цьому не зміниться. Позначимо 

швидкості ланок  під час оберненого руху як H,,, 43,21 . 

 Кутова швидкість водила Н в оберненому механізмі: 

 .0HHH  

Такий підхід дозволяє розглядати «обернений» механізм, як звичайний 

зубчастий механізм з нерухомими осями (табл. 2.1). 

Визначимо передаточне відношення для «оберненого» механізму 
)(

14

Hi , 

якщо рух передається від першого колеса до четвертого:  
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H

HHi
4

1

4

1)(

14 . (2.1) 

Індекс «Н» означає, що водило є нерухомим.  

Залежність (2.1) відома, як формула Вілліса, що застосовується у дослі-

дженні та проектуванні диференціальних механізмів. 

 

 
Рисунок 2.1 – Кінематична схема диференціального механізму 

  

Таблиця 2.1 – Швидкість ланок механізму для дійсного і оберненого руху 

Індекс 

ланки 

Швидкість ланки для дій-

сного руху 
Швидкість ланки для оберненого руху 

1 1 H11  

2,3 3,2     H3,23,2  

4 4  H44  

Н H     0HHH  

 

Передаточне відношення 
)(

14

Hi  також можна визначити, як і для звичайної 
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зубчастої передачі з нерухомими осями: 

 
3

4

1

2
3412

)(
14

z

z

z

z
iii H

, (2.2) 

де 4321 z,z,z,z  – числа зубців коліс. 

В окремому випадку, якщо одно з центральних коліс механізму є нерухо-

мим, наприклад, колесо 4, тоді 04  (рис. 1.1, в) і формула Вілліса набуває 

вигляду: 

)4(
1

111
0

1)(
14 H

i

HH

HH
i , 

або  

 
)(

14

)4(

1 1 H

H ii ,  (2.3) 

де 
)4(

1Hi  – передаточне відношення від першого колеса до водила Н при 04 . 

З урахуванням  співвідношення (2.2) в формулі (2.3)  отримаємо 

 
3

4

1

2)(

14 1
z

z

z

z
i H

.    (2.4) 

Для інших схем планетарних механізмів, наведених на рисунку 1.1, фор-

мулу Вілліса можна аналогічно привести до вигляду: 

– для схеми а: 

 
1

3)(

14 1
z

z
i H

,    (2.5) 

– для схем б, г: 

 
31

42)(

14 1
zz

zz
i H

. (2.6) 

 

Якщо вхідною ланкою планетарної передачі є водило Н, а вихідною – колесо 1 
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(рис. 1.1), то передаточне відношення від водила Н до колеса 1 визначиться так: 

– для схеми а: 

 )3(

1

)3(

1

1

H

H
i

i
,    (2.7) 

– для схем б, в, г: 

 )4(

1

)4(

1

1

H

H
i

i
.    (2.8) 

Приклад 2.1  

Визначити передаточне відношення для редуктора (рис. 1.1, б) при:  

101
4

,100
3

,99
2

,100
1

zzzz . 

За формулою (2.6) отримаємо: 

.
10000

1

100100

10199
11

31

42)4(
1

zz

zz
i H  

Отриманий результат означає, що при повороті колеса 1 на один оберт 

водило зробить 10000 обертів. 

Однак, слід мати на увазі, що механізм з наведеними числами зубців при 

ведучому колесі 1 практично не може функціонувати з причини самогальму-

вання. Якщо ж ведучою ланкою в такому механізмі є водило, то передача від 

нього руху до першого колеса можлива, але з низьким коефіцієнтом корисної 

дії (близько 1%). Тому, незважаючи на можливість отримання дуже великих 

або малих передаточних відношень, планетарні механізми, зображені на схемах 

б і г (рис. 1.1), використовують тільки в малопотужних приводах. При цьому 

перевага надається передачам з виконанням саме за схемою г (рис. 1.1), як та-

ким, що є більш компактними та мають дещо більший ККД : близько 6% – 8%. 

В передачах з зачепленням різного типу, де одна пара коліс контактує 

зовнішнім, а друга – внутрішнім способом (рис. 1.1, а, в), не можна отримати, 

як суттєво великі так і менші за одиницю передаточні відношення. Це поясню-

ється тим, що числові значення передаточних відношень таких механізмів від-
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різняються від передаточних відношень "обернених" механізмів тільки на оди-

ницю (формули 2.4 та 2.5). 

Оскільки числові значення 
)3(

1Hi  і 
)4(

1Hi  в таких механізмах є додатними, то 

напрямки руху вхідного та вихідного валів завжди співпадають. 

Планетарні механізми з різнотипним зачепленням зубчастих коліс засто-

совують в приладах, а також  в  силових передачах, як багатосателітні редукто-

ри середньої та великої потужності. Коефіцієнт корисної дії (ККД) таких пере-

дач наближається до 96…98%. 

 

3  Коефіцієнт корисної дії планетарних механізмів  

 

При визначенні ККД планетарних механізмів на практиці користуються 

переважно наближеними методами. При цьому тертя враховується тільки у зу-

бчастих зачепленнях, а втратами потужності в інших кінематичних парах, на-

приклад у підшипниках,  нехтують. 

Отримані за таких умов формули для коефіцієнта корисної дії планетар-

них механізмів наведено у таблиці 3.1. 

 

Таблиця 3.1 – Коефіцієнт корисної дії планетарних механізмів 

)4(

1Hi  1,0 )4(
1

)4(
1 HH ii  10

)4(
1Hi  

Ведуче 

колесо 1 

)4(
1

)(

)4(
1

11
1

H
H

H

i
i  

)4(
1)()4(

1

1
1

1
1

HH
H

i
i  

Ведуче 

водило Н )4(
1)(

)4(
1

1
1

1 HH

H

i

i

 )4(
1

)(

)4(
1

11 H
H

H

i

i

 

Параметр 
)(H

означає ККД “оберненого” механізму, для якого: 

 ,21

)(H
 (3.1) 

 де 21,  – ККД першої та другої пари зубчастих коліс.  
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Для зубчастих коліс 7-8 ступенів точності та підшипників кочення  ККД 

однієї пари зубчастих коліс становить:  

– для зовнішнього зачеплення: 

 98,0...96,0 ; 

– для внутрішнього зачеплення: 

 99,0...97,0 . 

На рисунку 3.1 показано графічне зображення залежностей, наведених у 

таблиці 3.1, для схеми механізму (рис. 1.1, б): 

.94,097,097,021
)(H

 

З рисунка 3.1 видно, що при 
10000

1)4(
1Hi (див. приклад 2.1) передача ру-

ху від колеса 1 до водила Н неможлива, оскільки наведене значення 
)4(

1Hi  потра-

пляє до області самогальмування, де 0 : 

060,0064,0 )4(
1Hi . 

Самогальмування буде відсутнім, якщо ведучим є водило (рис. 3.1, б).  

Однак, при 
10000

1)4(
1Hi  обчислене значення ККД є дуже незначним: 

.0017,0

)
10000

1
1(94,01

10000

1

11 )4(
1

)(

)4(
1

H
H

H

i

i

 

Слід зазначити, що ККД планетарних передач перебільшує ККД аналогі-

чних механізмів з нерухомими осями для передаточних відношень: 

)(

)4(
1

1

1
HHi

 (рис. 3.1, а); 

)(

)(
)4(

1
1 H

H

Hi
 (рис. 3.1, б). 
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а) 

 

б) 
 

 

Рисунок 3.1 – Графіки залежності ККД планетарної передачі  від пере-

даточного відношення 
)4(

1Hi : а – для механізму з ведучим  колесом 1; б – 

для механізму з ведучим  водилом Н 
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4 Визначення чисел зубців коліс планетарної передачі  

 

Найчастіше при розрахунку зубчастого планетарного механізму за основу 

беруть передаточне відношення, що визначається із заданих частот обертання 

головного вала машини та електродвигуна. Визначення чисел зубців коліс пла-

нетарного механізму ,..., 21 zz  є комплексним завданням, при розв’язанні яко-

го має бути виконано декілька умов: 

1) числа зубців ,..., 21 zz  мають бути цілими, на які накладаються певні  

обмеження: 

– для коліс з зовнішніми зубцями ;17z  

– для коліс з внутрішніми зубцями 85z ( для коліс, що мають з ними 

зачеплення 20z ). 

 Зазначені вище умови виходять з необхідності забезпечити відсутність 

підрізування та заклинювання зубців. 

 Для спрощення виготовлення та монтажу в планетарних механізмах ви-

користовують, як правило, нульові колеса. 

2) у центральних коліс та водила Н має бути загальна геометрична вісь 

обертання (умова співвісності). 

Для механізмів, показаних на рисунку 1.1, умову співвісності можна 

представити у вигляді: 

– для схеми а: 

;2321 rrrrrH  

– для схеми б: 

;4321 rrrrrH  (4.1) 

– для схеми в: 

 ;3421 rrrrrH  

– для схеми г: 
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 ,3421 rrrrrH            

 де 4321 ,,,, rrrrrH  – радіуси водила та ділильних кіл зубчастих коліс від-

повідно. 

Зважаючи на те, що радіуси ділильних кіл є пропорційними до чисел зуб-

ців коліс 4321 ,,, zzzz , співвідношення (4.1) можна також записати через кіль-

кість зубців. 

3) при розміщенні декількох сателітів у одній площині між колами їх ве-

ршин має бути забезпечено гарантований зазор (умова сусідства). Для механі-

змів, зображених на рисунку 1.1, умова сусідства має вигляд 

 
,

2
sin

c

c

zz

z

k          (4.2) 

де k  – кількість сателітів; cz  – число зубців сателіта; z  – число зубців 

центрального колеса, яке входить в зачеплення з сателітом. В формулі (4.2) 

знак “–” слід враховувати для внутрішнього зачеплення, знак “+” – для зовніш-

нього. 

4) розміщення сателітів в зачепленні їх з центральним колесом має бути 

симетричним (умова складання): 

 ,
111 Ц
k

kПiz H

 (4.3) 

де П = 0,1,2,3…, П – будь-яке додатне ціле число, або нуль; 

    Ц = 1,2,3,4…, Ц – будь-яке додатне ціле число; 

   
3

11 HH ii  – для схеми а (рис. 1.1); 

   
4

11 HH ii  – для всіх інших схем, показаних на рисунку 1.1. 

5) визначені числа зубців коліс планетарного механізму повинні забезпе-

чувати потрібне передаточне відношення з відхиленням в межах 5%. 
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На першому етапі розрахунку числа зубців коліс визначають, виходячи із 

заданого передаточного відношення та умови співвісності. На другому етапі 

виконується  перевірка  на відповідність умовам складання та сусідства. 

Нижче наведено приклади розрахунку для найбільш характерних кінема-

тичних схем планетарних механізмів, що розглядаються в розрахунково-

графічних та курсових роботах.  

Приклад 4.1 

Для планетарного механізму (рис. 4.1, а) визначити кількість зубців коліс 

та побудувати картину лінійних  і діаграму кутових швидкостей. 

 Вихідні дані: 

– частота обертання ротора двигуна: ;/1460. хвобnдв  

– частота обертання колеса Bz : хвобnB /67 ;  

– модуль зубчастих коліс планетарного механізму: ммmI 5 ;  

– модуль коліс BA zz , : ммmII 8 ; 

– числа зубців коліс: 35  ,15 BA zz . 

 

Загальне передаточне відношення привода: 

 

 

Передаточне відношення планетарного механізму: 

 .34,9
35

15

67

14603

1

ABAB

H
zz

i

i

i
i

T          (4.4) 

За формулою Вілліса: 

 
.111

1

3

2

3

1

2
13

3
1

z

z

z

z

z

z
ii H

H  (4.5) 

Порівнюючи (4.4) до (4.5), отримаємо: 

.
67

1460.

В

дв

n

n
i
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,
7

3

67

1460
1

1

3

z

z
 

звідки 

,
469

3911

1

3

z

z
 або .

469

3911
13 zz  

Значення 1z  вибирається довільно, з ряду z1 = 17,18,19,…, наприклад,  

z1 = 18, тоді: 

 

 

Отримане значення Z3 слід округлити до цілого числа:  

,1503z   ).85( 3z  

Таким чином, фактичне передаточне відношення: 

 .33,9
9

84

18

150
13

1Hi  

Визначаємо похибку, тобто відхилення фактичного передаточного від-

ношення від потрібного: 

%.5%11,0%100
34,9

33,934,9
 

Кількість зубців колеса Z2 визначається з умови співвісності:  

,2321 rrrr   

або: ,2321 zzzz   

звідки: .206666
2

18150

2

13
2

zz
z  

Після визначення 150,66,18 321 zzz  слід  перевірити виконання 

умови складання (4.3) з числом сателітів 3k : 

.
3

31
9

84
18

Ц

П

 

Очевидно, що ліва частина даного виразу завжди є цілим числом при 

будь-яких цілих числах П = 0,1,2,3,… що свідчить про виконання умови скла-

.1,15018
469

3911
3z
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дання для вибраного числа сателітів. 

Примітка. Якщо взяти інше значення k , наприклад, 5k , то умова 

складання буде нездійсненою: 

,
5

51
9

84
18

Ц

П

 

тобто ліва частина цього виразу не при яких цілих числах П = 0,1,2,3,… не на-

буває цілого значення. 

Перевірка виконання умови сусідства (4.2): 

,
2

sin
21

2

zz

z

k  де ;866,0
3

sin  

,810,0
1866

2662

21

2

zz

z
 тоді ,810,0866,0  

отже умова сусідства  також виконується. 

Якщо умова сусідства не виконується, число сателітів слід зменшити. 

Побудуємо  кінематичну схему передачі (рис. 4.1, а), попередньо визна-

чив діаметри ділильних кіл коліс: 

.00,280358

,00,120158

,00,7501505

,00,330665

,00,90185

33

22

11

ммzmd

ммzmd

ммzmd

ммzmd

ммzmd

BIIB

AIIA

I

I

I

 

Масштаб схеми виберемо довільно, наприклад, М 1:5, тоб-

то мммl /005,0 . Колова швидкість точки контакту коліс 1 і 2: 

.9,6
2

100,90

30

1460

230

3
1.

2,1
с

мdn
V дв

 

Для побудови картини лінійних швидкостей механізму проведемо лінію 

, перпендикулярно до осей зубчастих коліс та перенесемо до неї точки 
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FNPCOO ,,,,, 21 . Вибравши масштаб швидкості 
мм

см
V

/
1,0 , відкладемо від-

різок Сс , що відповідає швидкості 2,1V . Точку С з’єднаємо з точками 1O  і P . 

Прямі 1 і 2 є планами лінійних швидкостей точок коліс 1z  та 2z  ( або “V - ліні-

ями” коліс 1z  та 2z ). Оскільки т. 2O  водночас належить і колесу 2z  і водилу Н, 

швидкість цієї точки визначається відрізком 22oO . З’єднав т. 2O  з т. 1O , отри-

маємо “V - лінію” для водила Н і колеса Az . Через т. F  до перетину з прямою 

21oO  проведемо відрізок Ff , котрий, згідно з вибраним масштабом V , дорів-

нює коловій швидкості точки контакту коліс Az  та Bz . Так визначається “V - 

лінія” для колеса Bz , яка проходить через точки f і N . 

Побудовану у такий спосіб, картину лінійних швидкостей показано на 

рисунку 4.1,б. Діаграма кутових швидкостей (рис. 4.1, в) будується наступним 

чином. Вибравши полюсну відстань ммOS 15  (рекомендується 

ммOS 40...15 ), з точки O  проводимо прямі, паралельні відрізкам 

fNPcoOcO ,,, 211 . В результаті на горизонтальній прямій отримаємо точки 1, 2, 

Н А, В.  

Визначивши відстань (мм) від т. S  до кожної із зазначених точок, знай-

демо кутові швидкості ланок: 

,7,633,15

;0,1633,112

;6,1833,1142

;15333,11151

2

1

с

рад
SB

с

рад
SH

с

рад
S

с

рад
S

B

AH
 

де  – масштаб кутової швидкості: 
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мм

срад

OSl

V /
33,1

15005,0

1,0
. 

В дворядкових передачах (рис. 4.2, 4.3, 4.4) розрахунок чисел зубців ко-

ліс здійснюється переважно шляхом розкладання величини завданого  переда-

точного відношення на співмножники, пропорційні відповідним числам зубців. 

Такий підхід пояснюється у наведених нижче прикладах. 

Приклад 4.2  

Для планетарного механізму (рис. 4.2, а) визначити кількість зубців коліс та 

побудувати картину лінійних  і діаграму кутових швидкостей. 

 Вихідні дані: 

– частота обертання ротора двигуна: хвобnn Hдв /960 ; 

– частота обертання колеса Bz : хвобnB /44 ; 

– модуль зубчастих коліс планетарного механізму: ммmI 4 ; 

– модуль коліс BA zz , : ммmII 6 ; 

– числа зубців коліс: 29,12 BA zz . 

 

Загальне передаточне відношення привода: 

 .
11

240

44

960.

В

дв

n

n
i    

Передаточне відношення планетарного механізму: 

 .03,9
29

12

11

2404

1

AB

об

AB

H
zz

i

i

i
i

T  (4.6) 

За формулою Вілліса: 

 
.

1

1

1

11

31

4214
4

1

4
1

zz

zzii
i

H
H

H
  (4.7) 
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  Р
и
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х

 ш
в
и

д
к
о
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в
 –
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у
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д
к
о
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ей
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Порівнюючи (4,6) до (4.7), отримаємо: 

29

12

11

240

1

1

31

42

zz

zz , 

звідки 

9

8

2880

2560

2880

2561

12

29

240

11
1

31

42

zz

zz
. 

 

Фактичне передаточне відношення: 

 
00,9

9

1
1

1

1

1

31

42

4
1

zz

zz
iH

. 

Визначаємо похибку, тобто відхилення фактичного передаточного від-

ношення від потрібного: 

%5%33,0%100
03,9

00,903,9
. 

Введемо до розгляду співмножники, що пропорційні числам зубців від-

повідних коліс. 

44332211 ~,~,~,~ CzCzCzCz , 

де  – коефіцієнт (ціле число, .0 ). 

Тоді відношення чисел зубців можна подати у вигляді декількох варіан-

тів: 

...
9

4

1

2

9

2

1

4

9

1

1

8

1

1

9

8

9

8

31

42

31

42

CC

CC

zz

zz
 

З наведених варіантів оптимальним є той, для якого: 

1,1
3

4

1

2

C

C

C

C
. 



25 

При виконанні таких умов передача буде найбільш компактною. 

Якщо прийняти: 

1

1
,

9

8
 

3

4

1

2

C

C

C

C
, тоді .1,1,8,9 4321 CCCC . 

З урахуванням співвідношень [1], визначаємо кількість зубців: 

 

.17891

,17891

,16118

,18119

2144

2133

3422

3411

CCCz

CCCz

CCCz

CCCz

 (4.8) 

Найменш допустиме значення коефіцієнту  у співвідношеннях (4.8): 

становить 2 (якщо 1 , то 162z , що заперечує вимогі 172z ). 

При 2  отримаємо: 

34,34,32,36 4321 zzzz . 

Для перевірки виконання умови складання (4.3), слід попередньо визна-

чити: 

9

11
4
1

4
1

H

H
i

i . 

Якщо число сателітів взяти  3k , тоді: 

ЦП

П

31
3

4

3

31
9

1
36

. 

Очевидно, що даний вираз не може набувати цілих значень не при  яких 

цілих числах ...3,2,1,0П . Отже, умова складання при 3k  не виконується. 

Якщо взяти  інше число сателітів, наприклад,  4k , тоді умова складан-

ня виконується: 

ЦП

П

411
4

41
9

1
36

. 
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Перевіримо виконання умови сусідства (4.2). 

Для коліс 1z  і 2z : 

,
2

sin
21

2

zz

z

k  де ;707,0
4

sin  

500,0
3236

2322

21

2

zz

z
; тоді 500,0707,0 – умова сусідства виконується.  

Для коліс 3z  і 4z : 

,
2

sin
43

3

zz

z

k  529,0707,0  – умова сусідства також виконується. 

Якщо умова сусідства не виконується, число сателітів слід зменшити. 

Побудуємо кінематичну схему передачі (рис. 4.2, а), попередньо визначи-

вши діаметри ділильних кіл коліс: 

,00,136344

,00,128324

,00,144364

33

22

11

ммzmd

ммzmd

ммzmd

I

I

I

 

.00,174296

,00,72126

,00,13634444

ммzmd

ммzmd

ммzmd

BIIB

AIIA

I

 

Масштаб схеми механізму вибирається довільно, наприклад, М1:4, тобто 

мм

м
l 004,0 . 

 Швидкість точок осі блоку коліс 2z  і 3z : 

.7,1310
2

136136

30

960

230

343.

с

мddn
V дв

H  

Для побудови картини лінійних швидкостей механізму проведемо лінію 

, перпендикулярно до осей зубчастих коліс та перенесемо до неї точки 
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FNPCOO ,,,,, 21 . Вибравши масштаб швидкості 
мм

см
V

/
138,0 , відкладемо 

відрізок 22oO , що відповідає швидкості HV . Точку 2O  з’єднаємо з т. 1O . Знай-

дена пряма 21oO  є планом лінійних швидкостей водила Н ( або “V - лінією” 

водила Н). З′єднав т. 2O  з т. P , отримаємо “V - лінію” для блоку коліс 32 , zz . 

Через т.C  до перетину з прямою cO1  проведемо відрізок Cc , котрий згідно з 

вибраним масштабом V , дорівнює коловій швидкості точки контакту  коліс 

1z  та 2z . Тоді пряма cO1  є “V - лінією” коліс 1z  та 2z . Колова швидкість точ-

ки контакту коліс Az  та Bz  визначається відрізком Ff . З′єднавши точки f і 

N , отримаємо “V - лінію” колеса Bz . 

Побудовану у такий спосіб картину лінійних швидкостей показано на ри-

сунку 4.2, б.  

Діаграма кутових швидкостей (рис. 4.2, в) будується наступним чином. 

Приймаємо полюсну відстань ммOS 20  (рекомендується ммOS 40...15 ), 

з точки О проводимо прямі, паралельні відрізкам fNPooOcO ,,, 2211 . В ре-

зультаті на горизонтальній прямій дістанемо точки 1, А, 2, 3, Н, В.  

Вимірявши відстань (мм) від т. S  до кожної із зазначених точок, знайде-

мо кутові швидкості ланок: 

,19,573,10,3

;5,10073,158

;0,19973,11152

;2,1173,14,61

32

1

с

рад
SB

с

рад
SH

с

рад
S

с

рад
S

B

H

A

 

де  – масштаб кутової швидкості: 
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мм

срад

OSl

V /
73,1

20004,0

138,0
. 

Приклад 4.3  

Для планетарного механізму (рис. 4.3, а) визначити кількість зубців коліс та 

побудувати картину лінійних  і діаграму кутових швидкостей. 

Вихідні дані: 

– частота обертання ротора двигуна: хвобnnдв /13501 ; 

– частота обертання колеса Bz : хвобnB /64 ; 

– модуль зубчастих коліс планетарного механізму: ммmI 5 ; 

– модуль зубчастих коліс BA zz , : ммmII 6 ; 

 

Загальне передаточне відношення привода: 

32

675

64

1350.

В

дв

n

n
i

. 

Передаточне відношення планетарного механізму: 

 26,10
3716

9675

37

18

32

6754
1

ABAB

H
zz

i

i

i
i . (4.9) 

За формулою Вілліса: 

 
31

42

31

42
14

4
1 111

zz

zz

zz

zz
ii H

H . (4.10) 

Порівнюючи (4.9) до (4.10), отримаємо: 

31

421
zz

zz
= 37

9

16

675
, 

звідки 

592

5483

31

42

zz

zz
. 

Введемо до розгляду співмножники, що пропорційні числам зубців від-
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повідних коліс. 

44332211 ~,~,~,~ CzCzCzCz , 

де  - коефіцієнт (деяке ціле число, 0 ). 

При такому підході відношення чисел зубців можна подати у вигляді: 

592

5483

31

42

31

42

CC

CC

zz

zz
. 

Виходячи з вимог компонування та компактності передачі, для заданої 

схеми при 
2

31

42

zz

zz
 доцільно дотримуватися виконання умови  

31

42

3

4

1

2

zz

zz

C

C

C

C
.  

При 
2

31

42

zz

zz
, спочатку слід вибрати 2

3

4

C

C
, після чого визначити: 

3

4

31

42

1

2 :
C

C

zz

zz

C

C
. 

В даному прикладі: 

 
.204,3

592

5483

31

42

zz

zz
 

Отже, можна прийняти: 

 
00,304,3

3

4

1

2

C

C

C

C
. 

Тоді: 

 
00,900,300,3

31

42

31

42

CC

CC

zz

zz
. 

Фактичне передаточне відношення: 
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00,1000,911

31

424
1

zz

zz
i H . 

Визначимо похибку, тобто відхилення фактичного передаточного відно-

шення від потрібного: 

 

%5%6,2%100
00,10

00,1026,10
. 

Відповідно до прийнятих відношень 
1

2

C

C
 та 

3

4

C

C
 виберемо множники: 

3,1,3,1 4321 CCCC . 

З урахуванням співвідношень [1], визначаємо кількість зубців: 

 

.12313

,4311

,6133

,2131

2144

2133

3422

3411

CCCz

CCCz

CCCz

CCCz

 (4.11) 

Найменше допустиме значення коефіцієнту  у співвідношеннях (4.11): 

9 (виходячі з вимог 172,1z , 203z , 854z ). 

При 9 , маємо: 

108,36,54,18 4321 zzzz . 

Перевірка виконання умови складання (4.3) з числом сателітів 3k : 

Ц
П

3

311018
. 

Очевидно, що ліва частина цього виразу завжди є цілим числом при будь-

яких цілих числах П = 0,1,2,3.., що свідчить про виконання умови складання 

для вибраного числа сателітів. 

Перевірка виконання умови сусідства (4.2). 
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Для коліс 1z  і 2z : 

,
2

sin
21

2

zz

z

k  де ;866,0
3

sinsin
k  

778,0
5418

2542

21

2

zz

z
, тоді 778,0866,0  – умова сусідства викону-

ється.  

Для коліс 3z  і 4z : 

34

3 2
sin

zz

z

k , ;866,0sin
k   

528,0
36108

2362

34

3

zz

z
, тоді 528,0866,0  – умова сусідства та-

кож виконується. 

Якщо умова сусідства не виконується, число сателітів слід зменшити. 

Побудуємо кінематичну схему передачі (рис. 4.3, а), для чого попередньо 

визначимо діаметри ділильних кіл коліс: 

.00,222376

,00,108186

,00,5401085

,00,180365

,00,270545

,00,90185

44

33

22

11

ммzmd

ммzmd

ммzmd

ммzmd

ммzmd

ммzmd

BIIB

AIIA

I

I

I

I

 

Масштаб схеми виберемо довільно, наприклад, М 1:5, або 

мммl /005,0 . Колова швидкість точки контакту коліс 1 і 2: 

с

мdn
V дв 4,610

2

90

30

1350

230

31.
2,1 . 

Для побудови картини лінійних швидкостей механізму проведемо лінію 
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, перпендикулярно до осей зубчастих коліс та перенесемо до неї точки 

FPCOOO ,,,,, 321 . Вибравши масштаб швидкості 
мм

см
V

/
1,0 , відкладемо 

відрізок Сс , що відповідає швидкості 2,1V . Точку C  з’єднаємо з точками 1O  і 

P . Знайдені прямі cO1  і cP  є планами лінійних швидкостей колеса 1z  та 

блоку коліс 2,3 (або “V - лініями” колеса 1 та блоку 2, 3). Визначивши на лінії 

cP  точку 2O  та з’єднавши її з точкою 1O , отримаємо “V - лінію” для водила 

Н і колеса Az . Через т. F  до перетину з прямою 21oO  проведемо відрізок 

Ff , котрий, згідно з вибраним масштабом V , дорівнює коловій швидкості 

точки контакту коліс Az  і Bz . З′єднавши точки f і O3, отримаємо “V - лінію” 

колеса Bz . 

Для побудови діаграми кутових швидкостей (рисунок 4.3,в) візьмемо по-

люсну відстань ммOS 15  (рекомендується ммOS 40...15 ). З точки O  

проводимо прямі, паралельні відрізкам 3211 ,,, fOPcoOcO . В результаті на 

горизонталі дістанемо точки 1, 2, 3, Н, А, В.  

Вимірявши відстань у міліметрах від т. S  до кожної з зазначених точок, 

знайдемо кутові швидкості ланок: 

 

,/7,633,15

;/3.1333,110

;/9.2733,1212

;/14133,11061

,

3,2

1

срадSB

срадSH

срадS

срадS

B

AH  

де – масштаб кутової швидкості: 

 мм

срад

OSl

V /
33,1

15005,0

1,0
. 
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д
о

 п
р
и

к
л
ад

у
 4

.3
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 –
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и
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н

а 
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 –
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ій
н

и
х

 ш
в
и

д
к
о

ст
ей
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в
 –
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іа
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ам

а 
к
у

то
в
и

х
 ш

в
и

д
к
о

ст
ей
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Приклад 4.4  

Для планетарного механізму (рис. 4.4, а) визначити кількість зубців коліс та 

побудувати картину лінійних  і діаграму кутових швидкостей. 

Вихідні дані: 

– частота обертання ротора двигуна: хвобnn Hдв /1480 ; 

– частота обертання колеса Bz : хвобnB /85 ; 

– модуль зубчастих коліс редуктора: ммmI 4 ; 

– модуль коліс BA zz , : ммmII 5 ; 

– числа зубців коліс: 35,15 BA zz . 

 

Загальне передаточне відношення привода: 

17

296

85

1480.

В

дв

n

n
i . 

Передаточне відношення планетарного механізму: 

 
46,7

717

3296

35

15

17

2964

1

ABAB

H
zz

i

i

i
i

T . (4.12) 

За формулою Вілліса: 

 

31

42
4

1

4
1

1

1

1

1

zz

zzi
i

H

H
. (4.13) 

Порівнюючи (4.12) до (4.13), знайдемо: 

31

421

1

zz

zz =
717

3296
, 

звідки 
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888

769

3296

717
1

31

42

zz

zz
. 

Введемо до розгляду співмножники, що пропорційні числам зубців від-

повідних коліс: 

44332211 ~,~,~,~ CzCzCzCz , 

де  - коефіцієнт (деяке ціле число, 0 ). 

Відношення чисел зубців можна подати у вигляді: 

900

780

888

769

31

42

31

42

CC

CC

zz

zz
. 

З вимог компонування зубчастих коліс в планетарному механізмі необ-

хідним є виконання умов:  

2;
2

1

3

4

1

2

C

C

C

C
. 

В даному випадку: 

5

13

3

1

15

13

900

780

3

4

1

2

C

C

C

C
, що відповідає умовам 25/13;2/13/1 . 

Отже, можна прийняти: 13,5,1,3 4321 CCCC . 

Фактичне передаточне відношення планетарного механізму: 

50,7
2

15

15

13
1

1

1

11

3

4

1

2
4

1

4
1

C

C

C

Ci
i

H

H
. 

Визначимо похибку, тобто відхилення фактичного передаточного відно-

шення від потрібного: 

%5%54,0%100
46,7

46,750,7
. 

З урахуванням співвідношень [1], визначимо кількість зубців: 
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.261313

,10135

,85131

,245133

2144

2133

3422

3411

CCCz

CCCz

CCCz

CCCz

 

Числове значення коефіцієнту γ слід вибирати, виходячи з вимог: 

854,1z , 203,2z . Очевидно, що найменш допустиме значення становить 

γ=4. При γ=4: 

104,40,32,96 4321 zzzz . 

Перевіримо виконання умови складання (4.3), з числом сателітів 3k , 

попередньо визначивши: 

15

2

2/15

11
4
1

4
1

H

H
i

i
, 

Ц

П

3

31
15

2
96

. 

Ліва частина даного виразу не може набувати цілих значень не при яких 

цілих числах П = 0,1,2,3..,. Отже, умова складання при 3k  не виконується. 

Візьмемо інше число сателітів 4k , тоді: 

.
4

41
15

2
96

Ц

П

 

Наприклад, при 1П  маємо 16
4

141
15

2
96

, тобто умова складан-

ня виконується. 

Перевіримо виконання умови сусідства (4.2). Виконання цієї умови слід 

перевіряти щодо тієї пари коліс, до якої належить сателіт з більшим числом 
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зубців, а саме для коліс 3z  і 4z , оскільки 3z > 2z : 

,
2

sin
34

3

zz

z

k  де 707,0
4

sinsin
k

, 

 656,0
40104

2402

34

3

zz

z
; 656,0707,0  – умова сусідства викону-

ється.  

Якщо умова сусідства не виконується, число сателітів слід зменшити. 

Побудуємо кінематичну схему передачі (рис. 4.4, а), попередньо визначи-

вши діаметри ділильних кіл коліс: 

,00,4161044

,00,160404

,00,128324

,00,384964

44

33

22

11

ммzmd

ммzmd

ммzmd

ммzmd

I

I

I

I

 

.00,175355

,00,75155

ммzmd

ммzmd

BIIB

AIIA

 

Масштаб схеми виберемо довільно, наприклад, М1:4, або 

мм

м
l 004,0 .  

Швидкість точок осі блоку коліс 2 і 3: 

с

мddn
V дв

H 8,1910
2

160416

30

1480

230

334.

. 

Для побудови картини лінійних швидкостей механізму проведемо лінію 

, перпендикулярно до осей зубчастих коліс та перенесемо до неї точки 

FPCOOO ,,,,, 321 . Вибравши масштаб швидкості 
мм

см
V

/
3,0 , відкладемо 

відрізок 22oO , що зображує швидкість HV . Точку 2O  з’єднаємо з т. P . Знай-
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дені прямі 21oO  та Po2  є планами лінійних швидкостей водила H та блоку 

коліс 32 , zz ( або “V - лініями” водила Н та блоку коліс 32 , zz ). Колова 

швидкість точки контакту коліс 1z  та 2z  визначається відрізком Cc . 

З′єднавши т. c  з т. 1O , отримаємо “V - лінію” для коліс 1z  та Az . Через т. F  

до перетину з прямою cO1  проведемо відрізок Ff , котрий згідно з вибраним 

масштабом V , дорівнює коловій швидкості точки контакту коліс Az  та Bz .  

Пряма fO3 є “V- лінією” колеса Bz .  

Отриману  у такий спосіб картину лінійних швидкостей зображено на ри-

сунку 4.4, б.  

Для побудови діаграми кутових швидкостей (рис. 4.4, в) візьмемо полюс-

ну відстань ммOS 15  (рекомендується ммOS 40...15 ). З точки O  прово-

димо прямі, паралельні відрізкам 32211 ,,, fOPooOcO . В результаті на горизо-

нтальній прямій дістанемо точки 1, А, 2, 3, Н, В.  

Вимірявши відстань у міліметрах від т. S  до кожної з зазначених точок, 

знайдемо кутові  швидкості ланок: 

,1052

;155531

;2405482

;20541

3,2

,1

с

рад
SB

с

рад
SH

с

рад
S

с

рад
S

B

H

A

 

де  – масштаб кутової швидкості: 

мм

срад

OSl

V /
5

15004,0

3,0
. 
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5 Контрольні питання 

 

1. В чому полягає характерна особливість планетарних передач у порів-

нянні із звичайними зубчастими передачами? 

2.  Як називають основні ланки планетарної зубчастої передачі? 

3. Які зубчасті передачі називаються диференціальними? 

4. Що таке замкнені планетарні механізми? 

5. Як визначається ступінь рухливості планетарних та диференціальних зу-

бчастих механізмів? 

6. Як визначаються передаточні відношення в планетарних та диференціа-

льних зубчастих передачах? 

7.  В чому полягає сутність метода інверсії? 

8. Що таке самогальмування в планетарній зубчастій передачі? 

9. Як конструктивні особливості планетарних передач впливають на вели-

чину коефіцієнта корисної дії? 

10. Які обмеження накладено на числа зубців коліс планетарних передач? 

11. Що означають умови співвісності, складання та сусідства в планетар-

них передачах?  
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