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СКЛАДАННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ ВІБРАЦІЙНОГО СТОЛУ 
 В статті отримана математична модель, яка об’єднує між собою конструктивні і технологічні параметри 

технологічного комплекту обладнання для виробництва бетонних виробів (вібростолу), у якого віброзбуджувач за-
кріплюється на важелі вертикально по центру під віброплитою. Математична модель складена за допомогою 
рівнянь Лагранжа другого роду, які є найбільш загальним методом при розв’язуванні задач про рух механічної сис-
теми. При складанні були використанні методи математичної фізики та фізико-математичне моделювання мето-
дами прикладної механіки. В результаті отримано математичну модель вібраційного столу у вигляді системи з семи 
диференціальних рівнянь другого порядку, яка описує просторовий рух поверхні вібростолу. Визначені теоретичні 
значення амплітуди коливань вібростолу при змінній довжині важеля та порівняні з експериментальними даними при 
однакових вихідних параметрах. Виявлено, що важільне закріплення дозволяє майже лінійно підвищити амплітуду 
віброколивань  за рахунок збільшення довжини важеля.  

Ключові слова: вібростіл, важіль, віброзбуджувач, математична модель, кінетична енергія, узагальнена сила, 
амплітуда віброколивань, енергозаощадження.  

Актуальність теми дослідження. Вібрування є найпоширинішим методом ущіль-
нення бетонних композитів [1,2]. Понад 90 % всіх будівельних виробів з бетону й залізобе-
тону виготовляється з використанням цього методу ущільнення бетонної суміші [3]. Це 
пояснюється тим, що в процесі вібраційного впливу на бетонні суміші створюються спри-
ятливі умови тиксотропного розрідження та найбільш компактного розміщення частинок 
заповнювачів [4,5]. 

Існує величезна безліч вібраційних машин, що застосовуються в будівництві, які роз-
різняються по конструктивному виконанню та за призначенням. Огляд різноманітних кон-
струкцій вібраційного обладнання показує, що при виробництві широкої номенклатури бе-
тонних виробів використовується обладнання з необхідними робочими параметрами, за до-
помогою яких досягається якісне віброущільнення бетонної суміші. Сучасний розвиток 
будівництва потребує впровадження новітніх технологій та встановлення інженерного 
обладнання з різним призначенням за критеріями мінімізації енергії та високої ефективності 
виконання технологічного процесу. І, насамперед, слід призначати велику увагу розроб-
ленню та впровадженню енергозаощадних технологій та обладнання. 

Постановка проблеми. Для того, щоб з’ясувати вплив окремих параметрів розроб-
леного нами технологічного комплекту обладнання для виробництва бетонних виробів 
[6] на рух його робочого органу та енергоспоживання, потрібно скласти математичну мо-
дель цієї механічної системи. 

Аналіз останніх джерел досліджень. У сучасному виробництві для формування бетон-
них виробів використовують вібраційні машини з гармонійними (круговими коливаннями у 
вертикальній площині, вертикально й горизонтально направленими коливаннями, просторо-
вими коливаннями) та з ударно-вібраційними (на пружних прокладках, двомасові з горизон-
тальними чи вертикальними направленими коливаннями) рухами робочого органа. Все біль-
ший розвиток і впровадження отримують такі технології формування бетонних виробів, як 
вібропресування, вібровакуумування та імпульсний метод ущільнення [7]. 

 Широке використання вібраційної техніки, численні теоретичні та експериментальні 
дослідження динаміки вібраційних машин дозволили виявити особливості їх роботи, по-
яснити і застосувати на практиці своєрідні ефекти, які виникають під час дії вібрації на 
механічні системи [8,9,10]. Тому багато досліджень та розробок приділяється цьому пи-
танню [11], в яких розкриваються такі переваги вібраційного обладнання, як висока ефек-
тивність ущільнення, простота конструкції, висока надійність та відносно невелика ме-
талоємність і енергоємність.  

  Юрій Коротич, 2023  
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Одним з пріоритетних напрямків розвитку будівельної вібраційної техніки є змен-
шення енергетичних витрат при виробництві. Енергозаощадні технології наряду зі збіль-
шенням продуктивності та підвищенням якості продукції займають першочергове місце в 
сучасному будівництві. Напрямок енергозаощадження розвивається за рахунок оптимізації 
технологічних параметрів обладнання та використання сучасних технологій. 

Виділення недосліджених частин загальної проблеми. Необхідно скласти матема-
тичну модель розробленого та сконструйованого технологічного комплекту обладнання 
для виробництва бетонних виробів (вібростіл) за кінематичною схемою, яка раніше не ви-
користовувалася. 

Мета статті. Для підтвердження технологічних можливостей конструкції вібростолу з 
важільним закріпленням віброзбуджувача з метою зменшення обсягу лабораторних до-
сліджень нами запропоновано розробити математичну модель вібростолу, яка б пов’язувала 
між собою амплітуду коливань на поверхні вібростолу з його конструктивними і техно-
логічними параметрами, такими, як коливальна маса вібростолу, жорсткість віброопор, 
маса вантажу, маса дебалансу, ексцентриситет дебалансу та відстань від центру мас віб-
роплити до осі обертання дебалансного валу, яка визначається довжиною важіля .важ  
Одержана залежність дозволить проводити математичне маделювання з метою оп-
тимізації перелічених параметрів у напрямку покращення енергозбереження та техно-
логічних можливостей вібростолу. Нами були поставлені наступні завдання для досяг-
нення визначеної мети: 

- створити математичну модель, яка б об’єднувала між собою конструктивні і тех-
нологічні параметри вібростолу з важільним закріпленням віброзбуджувача, вказуючи їх 
вплив на амплітуду коливань робочої поверхні вібростолу; 

- одержати підтвердження створеної математичної моделі адекватно описувати 
вплив зміни конструктивних і технологічних параметрів експериментальним шляхом; 

- гуртуючись на результатах експериментальних досліджень і математичного мо-
делювання, визначити рівень впливу використання важільного закріплення 
віброзбуджувача на підвищення ефективності роботи дослідної конструкції вібростолу. 

Дана робота є продовженням отриманих результатів в роботах [12, 13]. 
Виклад основного матеріалу. Для з’ясування загальної тенденції впливу окремих 

параметрів технологічного комплекту обладнання для виробництва бетонних виробів на 
рух його робочого органа, а також взаємного впливу руху окремих вузлів даного облад-
нання розглянемо його як механічну систему і отримаємо математичну модель цієї ме-
ханічної системи. 

  Загальний вигляд технологічного комплекту обладнання для виробництва бетон-
них виробів (вібростіл) зображено на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Загальний вигляд технологічного комплекту обладнання  
для виготовлення бетонних виробів 
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Для отримання математичної моделі вібростолу зобразимо його кінематичну схему 
(рис. 2), як механічну систему, що складається з віброплити 1, важеля 2, корпусу 
віброзбуджувача 3, його дебалансного вала  4, розташованого на ньому дебалансу  5 та 
ємності з бетонною сумішшю 6. 

 
Рис. 2. Кінематична схема вібраційного столу 

 Математична модель вібраційного столу для виготовлення бетонних виробів [14]  
у вигляді рівнянь Лагранжа другого роду  

𝑅𝑅
𝑅𝑅𝑑𝑑
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑞𝑖𝑖
� − 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖
= 𝑄𝑄𝑖𝑖     (𝑠𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑠𝑠, . . . , 𝑠𝑠)                                                                    (1) 

де 𝑇𝑇 – кінетична енергія механічної системи, визначена у роботі [12]; 
  𝑄𝑄1, 𝑄𝑄2, …, 𝑄𝑄𝑖𝑖 , …, 𝑄𝑄𝑠𝑠, де 𝑄𝑄𝑖𝑖 – узагальнена сила, що відповідає узагальненій 

координаті 𝑞𝑞𝑠𝑠, визначені у роботі [13]; 
   𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑞𝑖𝑖

 – частинна похідна за узагальненою швидкістю �̇�𝑞𝑖𝑖 від кінетичної енергії 𝑇𝑇, 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖

 – 

частинна похідна за узагальненою координатою 𝑞𝑞𝑖𝑖 від кінетичної енергії 𝑇𝑇, 𝑅𝑅
𝑅𝑅𝑑𝑑
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑞𝑖𝑖
� – за-

гальна похідна за часом 𝜕𝜕 від частинної похідної за узагальненою швидкістю �̇�𝑞𝑖𝑖 від кіне-
тичної енергії  𝑇𝑇. 

  Метод рівнянь Лагранжа другого роду є найбільш загальним методом, який вико-
ристовують при розв’язуванні задач про рух механічної системи. Рівняння (1) – це си-
стема звичайних диференціальних рівнянь другого порядку відносно 𝑠𝑠 невідомих 
функцій  𝑞𝑞𝑠𝑠 = 𝑞𝑞𝑠𝑠(𝜕𝜕), що являють собою закон руху досліджуваної механічної системи. 
Кількість рівнянь (1) дорівнює числу 𝑠𝑠 ступенів вільності, тобто їх найменш можливому 
числу, а форма запису цих рівнянь ніяк не залежить від конкретного вибору системи уза-
гальнених координат. 
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   Оскільки вібраційні кути 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 і 𝜓𝜓 набувають тільки малих значень (не 
більше 0,01 рад.), то, розкладаючи в формулі кінетичної енергії 𝑇𝑇 [12] тригонометричні 
функції sin і cos у ряди Маклорена, обмежимося тільки їх першими доданками. Також 
врахуємо те, що величини 𝛼𝛼2 і 𝛼𝛼 ⋅ 𝛽𝛽 [12] є малими величинами другого порядку, якими 
знехтуємо. За такого припущення дістанемо, що 

𝑇𝑇 =
𝑀𝑀
2
⋅ �̇�𝑥С2 +

𝑀𝑀
2
⋅ �̇�𝑦С2 +

𝑀𝑀
2
⋅ �̇�𝑧С2 − 

−[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 − 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 +
𝑚𝑚3 ⋅ ℓ2 + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ62

2
⋅ �̇�𝛼2 −

𝑚𝑚 ⋅ ℓ2

2
⋅ �̇�𝛼2 + 

+𝑚𝑚ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼2 ⋅ cos𝜙𝜙 −
𝑚𝑚𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛼2 ⋅ cos2𝜙𝜙 +

(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ2 + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ62 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛽2 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽2 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽2 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 −
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝜓2 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 +
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 +

𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 

+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 − 

−
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 − 

                    −𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝐼𝐼𝑦𝑦

2
⋅ �̇�𝛼2 + 𝐼𝐼𝑥𝑥

2
⋅ �̇�𝛽2 + 𝐼𝐼𝑧𝑧

2
⋅ �̇�𝜓2 + 𝐼𝐼5

2
⋅ �̇�𝜙2. 

 Також за означених припущень модулі 𝑄𝑄4 і 𝑄𝑄5 узагальнених сил 𝑄𝑄�⃗ 4 і 𝑄𝑄�⃗ 5 [13]  
набувають значень 

𝑄𝑄4 = −(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ 𝑠𝑠 ⋅ ℓ ⋅ 𝛼𝛼 + 𝑚𝑚6 ⋅ 𝑠𝑠 ⋅ ℓ6 ⋅ 𝛼𝛼 − 𝑚𝑚 ⋅ 𝑠𝑠 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 − се ⋅ 𝑎𝑎2 ⋅ 𝛼𝛼 
 і 

𝑄𝑄5 = −(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ 𝑠𝑠 ⋅ ℓ ⋅ 𝛽𝛽 + 𝑚𝑚6 ⋅ 𝑠𝑠 ⋅ ℓ6 ⋅ 𝛽𝛽 − се ⋅ 𝑏𝑏2 ⋅ 𝛽𝛽. 
 Розглядувана механічна система має 𝑠𝑠 = 7 ступенів вільності, узагальненими коор-

динатами є  𝑞𝑞1 = 𝑥𝑥𝐶𝐶, 𝑞𝑞2 = 𝑦𝑦𝐶𝐶, 𝑞𝑞3 = 𝑧𝑧𝐶𝐶, 𝑞𝑞4 = 𝛼𝛼, 𝑞𝑞5 = 𝛽𝛽, 𝑞𝑞6 = 𝜓𝜓 і  𝑞𝑞7 = 𝜙𝜙, а узагальненими 
швидкостями – �̇�𝑞1 =

𝑑𝑑𝑥𝑥𝐶𝐶
𝑑𝑑𝜕𝜕

= �̇�𝑥𝐶𝐶, �̇�𝑞2 = 𝑅𝑅𝑦𝑦𝐶𝐶
𝑅𝑅𝑑𝑑

= �̇�𝑦𝐶𝐶, �̇�𝑞3 = 𝑅𝑅𝑧𝑧𝐶𝐶
𝑅𝑅𝑑𝑑

= �̇�𝑧𝐶𝐶, �̇�𝑞4 = 𝑅𝑅𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑑𝑑

= �̇�𝛼, �̇�𝑞5 = 𝑅𝑅𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑑𝑑

= �̇�𝛽, 

 �̇�𝑞6 = 𝑅𝑅𝑑𝑑
𝑅𝑅𝑑𝑑

= �̇�𝜓  і  �̇�𝑞7 =
𝑑𝑑𝜙𝜙

𝑑𝑑𝜕𝜕
= �̇�𝜙. 

 Обчислимо частинні похідні  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑞𝑖𝑖

  і  𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞𝑖𝑖

 (𝑠𝑠 = 1, 2, . . . ,7). 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞1

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑥𝐶𝐶

=
𝑀𝑀
2
⋅ 2 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 − [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ 1 ⋅ �̇�𝛼 − 

−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ 1 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ 1 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 
  або 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞1

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑥𝐶𝐶

= 𝑀𝑀 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 − [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝛼 − 
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−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙; 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝐶𝐶

= 0. 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞2

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑦𝐶𝐶

= 𝑀𝑀 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝛽 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙; 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦𝐶𝐶

= 0. 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞3

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑧𝐶𝐶

= 𝑀𝑀 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙; 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

= 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧𝐶𝐶

= 0. 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞4

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝛼

= 𝐼𝐼𝑦𝑦 ⋅ �̇�𝛼 + (𝑚𝑚3 ⋅ ℓ2 + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ62) ⋅ �̇�𝛼 − 𝑚𝑚 ⋅ ℓ2 ⋅ �̇�𝛼 + 

+2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ cos2𝜙𝜙 − 
−[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 − 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ 𝛼𝛼 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙; 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑞𝑞4

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝛼𝛼

= [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin2𝜙𝜙. 

 
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞5

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝛽

= 𝐼𝐼𝑥𝑥 ⋅ �̇�𝛽 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ2 + 𝑚𝑚6ℓ62 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2] ⋅ �̇�𝛽 + 2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ 𝛽𝛽 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 − 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜙; 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑞𝑞5

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝛽𝛽

= [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽2 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙. 
 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞6

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝜓

= 𝐼𝐼𝑧𝑧 ⋅ �̇�𝜓 − 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 − 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ sin𝜙𝜙 − 

−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
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+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 − 

−𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 − 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙; 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑞𝑞6

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜓𝜓

= −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 − 

−𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 − 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 − 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin2𝜙𝜙. 

 
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞7

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝜙

= 𝐼𝐼5 ⋅ �̇�𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 +
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛽 − 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙; 

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑞𝑞7

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜙𝜙

= 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 − 

−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼2 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛼2 ⋅ cos𝜙𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽2 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽2 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜓2 ⋅ sin𝜙𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ cos2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos2𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 − 

−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos2𝜙𝜙. 
  Візьмемо загальні похідні  𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑑𝑑
�𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕�̇�𝑞𝑖𝑖
� (𝑠𝑠 = 1, 2, . . . ,7). 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞1

� =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑥𝐶𝐶

� = 𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑥𝐶𝐶 − [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝛼 − 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 = 
= 𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑥𝐶𝐶 − [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙] ⋅ �̈�𝛼 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙�. 
 

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞2

� =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑦𝐶𝐶

� = 𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝛽 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓2 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙2 ⋅ sin𝜙𝜙 = 
= 𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙] ⋅ �̈�𝛽 − 

−𝑚𝑚𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓2 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙2 ⋅ sin𝜙𝜙 = 

= 𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙] ⋅ �̈�𝛽 − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 + �̇�𝜓2� ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 − �̇�𝜙2 ⋅ sin𝜙𝜙�. 
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𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞3

� =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑧𝐶𝐶

� = 𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 + 

+[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝛼2 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼2 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝛽2 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙2 ⋅ cos𝜙𝜙 = 

= 𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ (�̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 + �̇�𝛼2) + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ (�̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 + �̇�𝛼2) ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 + �̇�𝛽2� + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝜙2 ⋅ cos𝜙𝜙� = 
= 𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙] ⋅ (�̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 + �̇�𝛼2) − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 + �̇�𝛽2� + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝜙2 ⋅ cos𝜙𝜙�. 

 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞4

� =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝛼
� = 𝐼𝐼𝑦𝑦 ⋅ �̈�𝛼 + (𝑚𝑚3 ⋅ ℓ2 + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ62) ⋅ �̈�𝛼 − 𝑚𝑚 ⋅ ℓ2 ⋅ �̈�𝛼 + 

+2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 − 2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̈�𝛼 ⋅ cos2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ 2 ⋅ cos𝜙𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 ⋅ �̇�𝜙 − 

−[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝑥𝐶𝐶 − 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝑥𝐶𝐶 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 ⋅ 𝛼𝛼 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛽 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙2 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̈�𝛽 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 +

𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos2𝜙𝜙 + 

+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̈�𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos2𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̈�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜙 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜙2 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos2𝜙𝜙. 

 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞5

� =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝛽
� = 𝐼𝐼𝑥𝑥 ⋅ �̈�𝛽 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ2 + 𝑚𝑚6ℓ62 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2] ⋅ �̈�𝛽 + 

+2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 − 2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽2 ⋅ sin𝜙𝜙 + 2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 ⋅ 𝛽𝛽 + [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼2 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 +

𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛼2 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos2𝜙𝜙 − 

−𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓2 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙2 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝜙 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙2 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚𝑅𝑅2

2
⋅ �̈�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 − 𝑚𝑚𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜓2 ⋅ sin2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̈�𝜙. 
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𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞6

� =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝜓

� = 𝐼𝐼𝑧𝑧 ⋅ �̈�𝜓 − 

−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̈�𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 − 2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝑥𝐶𝐶 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 − 

−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̈�𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos2𝜙𝜙 − 

−𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛽 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 − 

−
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̈�𝛽 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 −

𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos2𝜙𝜙 − 

−𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̈�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 − 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜙 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜙2 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos2𝜙𝜙. 

 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝑞7

� =
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜕𝜕
�
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕�̇�𝜙

� = 𝐼𝐼5 ⋅ �̈�𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼2 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 +

𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ �̇�𝛼2 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ cos2𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽2 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛽𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̈�𝛽 − 
−𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̈�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 − 𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ �̇�𝜓2 ⋅ sin2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos2𝜙𝜙. 

 
  Підставляючи усі знайдені значення відповідних похідних і узагальнених сил в 

рівняння (1) Лагранжа другого роду та зробивши скорочення, перегрупування, перетво-
рення і обчислення остаточно отримаємо математичну модель вібраційного столу для 
виготовлення бетонних виробів [6] у вигляді системи з семи диференціальних рівнянь 
другого порядку  

 
𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑥𝐶𝐶 + 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑥𝑥 ⋅ 𝑥𝑥𝐶𝐶 = [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙] ⋅ �̈�𝛼 − 

              −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜓 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� + 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑥𝑥 ⋅ 𝛿𝛿 ⋅ 𝛼𝛼.           (2)              
 

𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 + 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑦𝑦 ⋅ 𝑦𝑦𝐶𝐶 = −[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙] ⋅ �̈�𝛽 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 + �̇�𝜓2� ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝜓𝜓 ⋅ cos𝜙𝜙 − 

                              −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 − �̇�𝜙2 ⋅ sin𝜙𝜙� − 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑦𝑦 ⋅ 𝛿𝛿 ⋅ 𝛽𝛽.                                   (3) 
 

𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 + се ⋅ 𝑧𝑧𝐶𝐶 = −[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙] ⋅ (�̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 + �̇�𝛼2) + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ 𝛼𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 − [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 + �̇�𝛽2� − 

                −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝜙2 ⋅ cos𝜙𝜙�.            (4) 
 

�𝐼𝐼𝑦𝑦 + (𝑚𝑚3 −𝑚𝑚) ⋅ ℓ2 + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ62� ⋅ �̈�𝛼 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙 ⋅ (2 ⋅ ℓ − 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙) ⋅ �̈�𝛼 − 
−�2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ (ℓ − 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙) ⋅ sin𝜙𝜙� ⋅ �̇�𝛼 + 
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+ �[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙] ⋅ (�̈�𝑧𝐶𝐶 + 𝑠𝑠) + 

+𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6 ⋅ (�̈�𝑧𝐶𝐶 − 𝑠𝑠) −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 + �̈�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝜙2 ⋅ cos𝜙𝜙� + 

+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ ���̈�𝛽 + �̈�𝜙� ⋅ sin2𝜙𝜙 + 2 ⋅ ��̇�𝛽 + �̇�𝜙� ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos2𝜙𝜙� + се ⋅ 𝑎𝑎2� ⋅ 𝛼𝛼 = 

= [(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ + 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝑥𝐶𝐶 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝑥𝐶𝐶 ⋅ cos𝜙𝜙 − �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙� − 
           −𝑚𝑚⋅𝑅𝑅

2
⋅ �(2 ⋅ ℓ ⋅ sin𝜙𝜙 + 𝑒𝑒 ⋅ sin2𝜙𝜙) ⋅ �̈�𝜓 + 2 ⋅ (ℓ ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑒𝑒 ⋅ cos2𝜙𝜙) ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙�.       (5) 

 
[𝐼𝐼𝑥𝑥 + (𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ2 + 𝑚𝑚6ℓ62 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2] ⋅ �̈�𝛽 + 2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ (cos𝜙𝜙 + 𝛽𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙) ⋅ �̈�𝛽 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̇�𝛽2 ⋅ sin𝜙𝜙 − 2 ⋅ 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ (sin𝜙𝜙 − 𝛽𝛽 ⋅ cos𝜙𝜙) ⋅ �̇�𝜙 ⋅ �̇�𝛽 + 

+ �[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ (�̈�𝑧𝐶𝐶 + 𝑠𝑠) + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝜙2 ⋅ cos𝜙𝜙�  + се ⋅ 𝑏𝑏2� ⋅ 𝛽𝛽 = 

= −[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 − 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝑦𝐶𝐶 ⋅ cos𝜙𝜙 − �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙� − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝑧𝐶𝐶 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� − 

−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ (ℓ + 𝑒𝑒 ⋅ cos𝜙𝜙) ⋅ ��̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 + �̇�𝛼2 − �̈�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 − �̇�𝜓2� ⋅ sin𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ (ℓ ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑒𝑒 ⋅ cos2𝜙𝜙) ⋅ ��̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 − �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓� ⋅ �̇�𝜙 − 

                                   −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙 − �̇�𝜙2 ⋅ sin𝜙𝜙� −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̈�𝜙.                         (6) 
 

𝐼𝐼𝑧𝑧 ⋅ �̈�𝜓 − 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̈�𝜓 ⋅ sin2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ sin2𝜙𝜙 − 

−�𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝑦𝐶𝐶 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� + 𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� + 

+
𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2

2
⋅ ���̈�𝛽 + �̈�𝜙� ⋅ sin2𝜙𝜙 + 2 ⋅ ��̇�𝛽 + �̇�𝜙� ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos2𝜙𝜙� − 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑥𝑥 ⋅ 𝑏𝑏2 − 𝑐𝑐𝑅𝑅𝑦𝑦 ⋅ 𝑎𝑎2� ⋅ 𝜓𝜓 = 

= 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝑥𝐶𝐶 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� −𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝛼 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� − 

                                        −𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ ��̈�𝛼 ⋅ sin2𝜙𝜙 + 2 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos2𝜙𝜙�.                                  (7) 

 
𝐼𝐼5 ⋅ �̈�𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ �̈�𝑦𝐶𝐶 ⋅ cos𝜙𝜙 + 𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ (�̈�𝑧𝐶𝐶 + 𝑠𝑠) ⋅ sin𝜙𝜙 − 
−𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 − �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽 − �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼� ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̇�𝑥𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜓 + �̇�𝑦𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓 − �̇�𝑧𝐶𝐶 ⋅ �̇�𝛽� ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ���̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 + �̈�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽� + 2 ⋅ ��̇�𝛼2 + �̇�𝛽2�� ⋅ sin𝜙𝜙 + 
+𝑚𝑚 ⋅ ℓ ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝛽 − �̇�𝛽2 ⋅ 𝛽𝛽 − ��̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 − �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓� ⋅ �̇�𝛽 − �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜓� ⋅ cos𝜙𝜙 + 

+𝑚𝑚⋅𝑅𝑅2

2
⋅ ��̈�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 − �̈�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓� ⋅ sin2𝜙𝜙 −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ ���̇�𝛼 ⋅ 𝛼𝛼 − �̇�𝜓 ⋅ 𝜓𝜓� ⋅ �̇�𝛽 + �̇�𝛼 ⋅ �̇�𝜓� ⋅ cos2𝜙𝜙 =        

                                                          = 𝑀𝑀дв. −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒2 ⋅ �̈�𝛽                                                  (8) 
 

   Проведемо аналіз отриманих нами рівнянь. Перші три рівняння (2), (3), (4) 
відповідають за координати переміщення Cx , Cy , Cz  по координатним осям, якими є 

відповідно осі 𝑂𝑂𝑥𝑥, 𝑂𝑂𝑦𝑦, 𝑂𝑂𝑧𝑧. Рівняння (5), (6), (7) описують кути повороту 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 і 𝜓𝜓 навколо 
осей 𝑂𝑂𝑦𝑦, 𝑂𝑂𝑥𝑥 та 𝑂𝑂𝑧𝑧 відповідно. Рівняння (8) описує кут повороту 𝜙𝜙 дебалансу навколо осі 
обертання дебалансного валу віброзбуджувача. 
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  Дана математична модель у вигляді системи з семи диференціальних рівнянь дру-
гого порядку описує рух у просторі будь-якої точки поверхні вібростолу. Для того, щоб 
визначити амплітуду вертикальних коливань вібростолу, відповідаючу за якісне ущіль-
нення бетонної суміші, розглянемо детальніше рівняння (4). Воно містить в собі коорди-
нату Cz  переміщення центру мас віброплити по осі  𝑂𝑂𝑧𝑧, яка і являє собою амплітуду вер-
тикальних коливань. Також в його складі є ряд значущих факторів, впливаючих на 
величину даної амплітуди. Ними є коливальна маса вібростолу, жорсткість віброопор, 
маса вантажу, маса дебалансу, ексцентриситет дебалансу та відстань від центру мас віб-
роплити до осі обертання дебалансного валу, до складу якої входить довжина важіля 

.важ .   
   Розглядаючи рух вібростолу від дії збурюючої сили, яку створює віброзбуджувач 

обертанням дебалансу (див. рис. 2), приходимо до висновку, що значення координати 
переміщення Cx  та кути повороту 𝛼𝛼 і 𝜓𝜓 будуть дорівнювити нулю, а отже і їх похідні 
першого та другого порядку також будуть дорівнювати нулю. Враховуючи вищенаве-
дене, рівняння (4) набуде наступного вигляду 

𝑀𝑀 ⋅ �̈�𝑧𝐶𝐶 + се ⋅ 𝑧𝑧𝐶𝐶 = −[(𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚) ⋅ ℓ − 𝑚𝑚6 ⋅ ℓ6] ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ 𝛽𝛽 + �̇�𝛽2� − 
                −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝛽 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝛽 ⋅ �̇�𝜙 ⋅ cos𝜙𝜙� −𝑚𝑚 ⋅ 𝑒𝑒 ⋅ ��̈�𝜙 ⋅ sin𝜙𝜙 + �̇�𝜙2 ⋅ cos𝜙𝜙�.            (9)  
   Як приклад застосування рівняння (9) побудуємо діаграми вертикальних коливань 

вібраційного столу залежно від довжини важеля .важ , до якого віброзбуджувач за-
кріплюється по центру під віброплитою. Для побудови була використана математична 
програма "Mathcad Prime". Величини значущих факторів, які входять до рівняння (9), 
приймаємо виходячи з технологічних показників проектованого вібростолу в межах 
раціональних параметрів (див. табл. 1). 

Таблиця 1 – Раціональні параметри вібростолу. 
№                  Назва параметру Позна-

чення 
Одиниця 

вимірювання 
Величина 

1. Коливальна маса вібростолу   𝑀𝑀         кг    332 
2. Маса віброплити   𝑚𝑚1         кг    170 
3. Маса віброзбуджувача   𝑚𝑚3         кг      10 
4. Маса дебаланса   𝑚𝑚         кг       2 
5. Маса вантажу з формою   𝑚𝑚6         кг      150 
6. Ексцентриситет дебаланса    𝑒𝑒          м     0,03 
7. Жорсткість віброопор     се       Н/м    570000 

Для приклада були використані параметри віброзбуджувача ИВ-99БУ2 (потужність 
N = 0,5кВт, частота 50 Гц, частота обертання n = 3000 хв-1, збурююча сила P = 3 кН). 
Довжина важеля .важ приймалась рівною відповідно 0; 100; 200 мм виходячи з зобра-
жень, що амплітуда буде збільшуватись від значень, які не достатні для якісного ущіль-
нювання (менше 0,3 мм), до значень, що забезпечують якісне ущільнення (більше 0,3 
мм). 

   Отримані діаграми наведені на рис. 3 – 5. 
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Рис. 3. Діаграма вертикальних коливань вібростолу при довжині важеля .важ = 0 мм. 

(без важеля) 
 

 
  Рис. 4. Діаграма вертикальних коливань вібростолу при довжині важеля .важ = 100 мм. 

 

 
Рис. 5. Діаграма вертикальних коливань вібростолу при довжині важеля .важ = 200 мм. 
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 Теоретично одержані чисельні значення параметрів віброколивань, зображених на 
рис. 3-5, визначених при раціональних значеннях конструктивних параметрів вібро-
столу, розрахованих при змінній довжині важеля, через який віброзбуджувач 
приєднується до вібростолу, були порівняні з експериментальними даними при однако-
вих вихідних параметрах. Похибка склала не більше, ніж 15%, що підтверджує адекват-
ність створеної математичної моделі реальному технологічному процесу віброущіль-
нення на вібростолі, який досліджується. 

   Використовуючи дані з рис. 3-5, побудуємо графік зміни величини амплітуди вер-
тикальних коливань Cz  в залежності від довжини важеля .важ (рис. 6). 

 
Рис. 6. Графік зміни величини амплітуди вертикальних коливань від довжини важеля 

  Аналіз одержаної залежності на рис. 6 зміни амплітуди віброколивань на робочій 
поверхні вібростолу від зміни довжина важеля, на якому закріплюється віброзбуджувач, 
вказує, що  важільне закріплення віброзбуджувача дозволяє майже лінійно підвищити 
амплітуду вертикальних коливань аналогічно такому ж зменшенню енерговитрат 
віброзбуджувача  при довжині важеля 200 мм. 

   Висновки. Створена математична модель, яка об’єднує між собою конструктивні 
і технологічні параметри вібростолу з важільним закріпленням віброзбуджувача, такими, 
як коливальна маса вібростолу, жорсткість віброопор, маса вантажу, маса дебалансу, екс-
центриситет дебалансу та відстань від центру мас віброплити до осі обертання дебаланс-
ного валу, яка визначається довжиною важеля .важ . Одержана залежність дозволяє про-
водити математичне моделювання з метою оптимізації перелічених параметрів у 
напрямку покращення технологічних можливостей вібростолу. 

   Грунтуючись на створеній математичній моделі і раціональних конструктивних пара-
метрах вібростолу визначені теоретичні значення амплітуди коливань вібростолу при 
змінній довжині важеля, через який віброзбуджувач приєднується до вібростолу. Збіг теоре-
тичних і експериментальних даних при однакових вихідних параметрах відрізняється не 
більше, ніж на 15%, що підтверджує адекватність створеної математичної моделі реальному 
технологічному процесу віброущільнення на вібростолі, який досліджується. 
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  З аналізу одержаної залежності зміни амплітуди віброколивань на робочій поверхні 
вібростолу від зміни довжина важеля, на якому закріплюється віброзбуджувач, слідує 
що важільне закріплення віброзбуджувача дозволяє майже лінійно підвищити амплітуду 
віброколивань аналогічно такому ж зменшенню енерговитрат віброзбуджувача при дов-
жині важеля 200 мм. 
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VIBRATION TABLE MATHEMATICAL MODEL COMPOSING 
    In this article, a mathematical model is obtained, which combines the design and technological parameters of the 

technological set of equipment for the concrete goods production (vibrating table), in which the vibrating exciter is fixed on 
the lever vertically in the center under the plate compactor. This equipment is used for the manufacture of small-sized concrete 
products. The mathematical model is composed with the help of Lagrange equations of the second kind, which are the most 
common method for solving problems about the motion of a mechanical system. Methods of mathematical physics and physical 
and mathematical modeling by methods of applied mechanics were used in the compilation. To determine the position and 
describe the free motions of the material bodies that make up the mechanical system under consideration, an orthogonal vi-
brational reference system of three coordinate systems was used. Analyzing the kinematic diagram of the vibration table, it is 
determined that the position in space of all material bodies of the mechanical system, which simulates the specified vibrating 
table, can be uniquely set by the following independent parameters: Cartesian coordinates, vibration angles and the angle of 
rotation of debalance. Thus, the mechanical system in question has seven degrees of freedom with seven generalized coordi-
nates. As a result, a mathematical model of a vibrating table for concrete products manufacturing in the form of seven second 
order differential equations system, which describes the vibrating table spatial motion surface, is obtained. The theoretical 
values of the vibrating table vibrations amplitude at variable lever length were also determined and compared with experi-
mental data at the same initial parameters. The difference was 15%, which confirms the adequacy of the created mathematical 
model to the real technological process on the vibrating table, which is being studied. Analyzing the change in the vibration 
oscillations amplitude on the vibrating table working surface from the change in the lever length on which the vibrating exciter 
is fixed, it was found that the lever fixation allows an almost linear increase in the amplitude of vibration oscillations due to 
an increase in the lever length. This, in turn, makes it possible to reduce energy consumption when compacting the concrete 
mixture. 

Keywords: vibrating table, lever, vibration exciter, mathematical model, kinetic energy, generalized force, amplitude 
of vibrations, energy saving.  
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