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3. Запропоновано формули для визначення гідродинамічного тиску, погонної рівно-
дійної несучої здатності мастильного клину для характерних елементів спряження ци-
ліндр-спідниця поршня. 
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ГЕОМЕТРІЯ КОНТАКТУ ДЕТАЛЬ-ІНДЕНТОР ПІД ЧАС ОБРОБКИ 
ПОВЕРХНЕВИМ ПЛАСТИЧНИМ ДЕФОРМУВАННЯМ 

Розглянута геометрія контакту деталь-індентор під час обробки поверхневим пластичним деформуванням. 
Виведена формула для розрахунку площі поверхні контакту деталі з інструментом (деталь-індентор), яка може 
бути використана під час вибору форми і розмірів інструменту залежно від конкретних умов контакту.  

Рассмотрена геометрия контакта деталь-индентор при обработке поверхностным пластическим деформи-
рованием. Выведена формула для расчета площади поверхности контакта детали с инструментом (деталь-
индентор), которая может быть использована при выборе формы и размеров инструмента в зависимости от кон-
кретных условий контакта. 

The geometry of contact a detail-indentor is considered at processing by superficial ilowage. Formula is deduced out 
for the calculation of area of surface of contact of detail with an instrument (detail-indentor), which can be used for the 
choice of form and sizes of instrument depending on the concrete terms of contact.  

Постановка проблеми. На сьогодні обробка поверхневим пластичним деформу-
ванням знайшла широке застосування в машинобудуванні під час виготовлення дета-
лей, виконаних із сталі, кольорових металів, а також зі спечених порошків. Основним 
призначенням поверхневого пластичного деформування є підвищення якості поверхне-
вого шару. 

Між показниками якості поверхневого шару й умовами обробки при поверхневій 
пластичній деформації існує тісний взаємозв'язок. Умови обробки задаються через ви-
бір геометричних параметрів деформуючих елементів – інденторів і технологічних 
чинників, до яких відносяться: глибина впровадження індентора в тіло деталі і зусилля 
деформації, а також подача. Вони ж визначають і геометричні параметри контактної 
зони, а через них і зусилля деформації. 

Аналіз досліджень і публікацій. До теперішнього часу у сфері дослідження поверх-
невого пластичного деформування накопичений значний теоретичний і експерименталь-
ний матеріал, в якому розглядається вплив конструктивно-технологічних параметрів і 
чинників на продуктивність і якість обробленої поверхні. В результаті цього встановле-
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но, що якість поверхонь деталей залежить від великої кількості технологічних чинників 
обробки, конструктивних параметрів деформуючих елементів і розмірів деталей [4]. 

Нині є загальновизнаним, що основним чинником, який впливає на показники якос-
ті поверхневого шару під час обробки деталей поверхневим пластичним деформуван-
ням, є зусилля деформації. Проте аналіз літературних джерел і результатів експеримен-
тальних досліджень показує, що під час обробки з одним і тим же зусиллям деформації, 
але різними за розмірами і формою робочої поверхні інденторами результати виходять 
різні. У зв'язку з цим рядом авторів [4; 2; 3; 1]  було висловлено думку, що замість зу-
силля деформації, як інтегруючий показник, слід прийняти площу поверхні контакту. 
Проте площа поверхні контакту також не є параметром, що однозначно описує умови і 
результати обробки [4]: 
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де Lk – довжина контакту; rp – залежність зміни поточних значень радіуса індентора 
від довжини контакту; zk – напівширина контакту. 

Lk, rp і zk визначаються виходячи з конкретної схеми обробки. 
Наприклад, під час використання як індентора кульки, розрахункова схема матиме 

вигляд (рис. 1, а; 1, б). 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Схема контакту деталь-індентор під час обробки кулькою:  
а) у поперечному перерізі; б) у поздовжньому перерізі 

Напівширина контакту визначається за формулою:   
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де RД – радіус оброблюваної деталі; hk – залежність зміни поточних значень глибини 
впровадження індентора в поверхню деталі, kmk hh ≤≤0 . 

Верхній знак під час визначення напівширини  контакту (2) потрібно використову-
вати під час впровадження індентора в поверхню вала, а нижній – в поверхню отвору. 

Залежність для визначення довжини контакту: 

( )2
ш

2
ш2 kmk hrrL −−⋅= , (3) 
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де rш – радіус індентора; hkm – максимальне значення глибини впровадження інден-
тора в поверхню деталі.  

Залежності для визначення зміни поточних значень радіуса індентора і глибини 
впровадження індентора в поверхню деталі від довжини контакту, для цієї схеми: 
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де lk – залежність зміни поточних значень довжини контакту,  kk Ll ≤≤0 . 

нrrh pk −= , (5) 

де rн – різниця радіуса індентора і максимального значення глибини впровадження 
індентора в поверхню деталі, kmhrr −= шн , тобто kmpk hrrh +−= ш . 

Мета статті. Метою роботи є розробка математичної залежності для розрахунку 
площі поверхні контакту деталі з інструментом (деталь-індентор) під час обробки пове-
рхневим пластичним деформуванням, що дозволить прогнозувати якість під час оброб-
ки криволінійних поверхонь із змінними радіусами кривизни, а особливо якість повер-
хонь маложорстких крутильних кілець з пористих спечених композицій. 

Виклад основного матеріалу. Під час обробки поверхневим пластичним деформу-
ванням використовуються різні за формою індентори, робоча поверхня яких характери-
зується такими основними геометричними параметрами (рис. 2). 

Під час реалізації обробки кулькою [5] найчастіше застосовуються Ri = Rпр = 
3...25 мм; роликом Ri ≠ Rпр, Ri = 10...100 мм, Rпр = 3...25 мм; плашкою Ri = ∞, Rпр = 3...25 
мм; під час обкатування кільцем залежно від діаметра деталі можуть застосовуватися Ri 
< 0; Ri = – 40...200 мм. Такі види інструментів приводяться до одного вигляду – тору. 
Тоді узагальнена схема процесу може бути представлена під час обробки зовнішніх ци-
ліндричних поверхонь радіусом деталі Rд > 0, плоских поверхонь Rд = ∞, внутрішніх 
циліндричних поверхонь Rд < 0. 

 
Ri – радіус індентора; Rпр – профільний радіус 
Рис. 2. Геометричні параметри інденторів 

Поверхня місця деформації, що належить оброблюваній деталі, може бути визначена 
як ділянка поверхні індентора, обмежена лінією контакту з оброблюваною поверхнею. 
Отже, завдання зводиться до визначення площі поверхні контакту двох фігур (рис. 3). 
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1 – індентор; 2 – оброблювана деталь (маложорстке крутильне кільце) 
Рис. 3. Узагальнена розрахункова схема контакту деталь-індентор 

Рівняння поверхні деталі має вигляд: 
2
д

22 Rya)(x =+−  (6) 

1дi2 ZRRООa −+== , (7) 

де Z1 – глибина впровадження індентора в поверхню деталі. 
Для складання рівняння поверхні індентора, який є тілом обертання, необхідно зна-

ти радіус обертання в довільній точці поверхні. Але оскільки має місце радіус профілю 
Rпр, то радіус обертання твірної буде залежати від координати (рис. 4). Виберемо дові-
льну точку Е на осі OZ, яка лежить між точками O і F, що мають по Z координати Z = 0 
і Z = Rпр відповідно. Тоді внаслідок того, що ED′=OD=ОО1+О1D=Ri–Rпр+О1D з прямо-
кутного трикутника О1DD′ знаходимо О1D: 

22
пр

22
1 ZRDDDOOD −=′−′=  

22
прпрi ZRRRDE −+−=′  (8) 

 
Рис. 4. Графічна інтерпретація робочої поверхні індентора 
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Знаючи радіус обертання точок твірної індентора залежно від координати Z, можна 
записати рівняння поверхні індентора: 

( )2
2 2 2 2

i пр пр .x y R R R Z+ = − + −  (9) 

Щоб визначити межі зміни, знайдемо координату точки С (рис. 3, 4) з прямокутного 
трикутника: 

2
1пр

2
пр

2
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2
1 )Z(RRAOCOAC −−=−= . (10) 

Знайдемо межі зміни Х, як функції від Z . X змінюється в межах від кривої перетину 
поверхонь індентора і поверхні деталі до кривої, що описує твірну індентора при Y = 0. 
Для визначення кривої перетину двох поверхонь необхідно вирішити систему, що 
складається з рівняння поверхні індентора (9) і рівняння поверхні деталі (6), тобто сис-
тему рівнянь (11): 
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З другого рівняння системи (11) знаходимо: 
2 2

д .y R (x a)= − −  

Підставивши отриманий вираз у перше рівняння системи (11) і вирішивши його 
відносно X, отримаємо нижню межу зміни X: 
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З рівняння (9) при Y = 0   знаходимо верхню межу зміни: 
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прпрi zRRRx −+−=  (13) 

Якщо гладка однозначна поверхня задана рівнянням Y = f (Х), то площа поверхні 
виражається формулою: 
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де D – проекція цієї поверхні на площину ХOZ. 
Оскільки така поверхня симетрична щодо координатних площин ХОZ і ХОY, то до-

сить знайти площу поверхні, розташовану в першому октанті, обмежену по Z площи-
ною ХОY і точкою С, і по Х – кривими, заданими рівняннями (12) і (13). Оскільки шу-
кана поверхня належить поверхні інструменту, то вирішити рівняння поверхні інстру-
менту (9) відносно Y, і підставивши отриманий вираз в (14), знайдемо: 
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Для спрощення подальшої викладки позначимо: 
22

прпрi ZRRRC(Z) −+−=
 

(16) 

і провівши інтегрування по X, а потім заміну t = С(Z), отримаємо: 
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Для того щоб показати, що неможливо отримати аналітичний вираз для точного обчис-
лення площі поверхні контакту, покажемо, що інтеграл у формулі (17) не береться в еле-
ментарних функціях. Для цього у формулу (17) вводимо спрощення, допустимо, що обро-
бка проводиться кулькою, тобто Ri=Rпр. Тоді формулу (17) можна представити у вигляді: 

1 i 12 2 2 2 2
i д

i 2 2
0

i

.
π

4
2 2

Z ( R Z )
a R Z R

S R arcsin  dz
a R Z

⋅ −  + − − = ⋅ −
 ⋅ ⋅ −
 

∫  (18) 

Розглянемо невизначений інтеграл: 
2 2 2 2

i д

2 2

i

.
2

a R Z R
J arcsin   dz

a R Z

+ − −
=

⋅ ⋅ −∫  (19) 

Інтегруючи, по частинах знайдемо: 
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Оскільки 02
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Тоді після відповідних спрощень формула (21) прийме вигляд: 
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Якщо тепер припустити, що 
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де 2 2 2
д i 1 1 i 1 .1 2 2f(t ) ( t ) ( R (R Z ) Z ( R Z ) t )= − ⋅ ⋅ − + − ⋅  (25) 

Так як f(t2) є поліномом від t2, то інтеграл у виразі (24) в кінцевому вигляді не бе-
реться. Він може бути представлений у вигляді суми еліптичних інтегралів. 

Підставляючи J1 формулу (20), бачимо, що й інтеграл J не береться в кінцевому ви-
гляді. Отже, інтеграл у формулі (18) також не береться в кінцевому вигляді. 

Таким чином доведено, що неможливо отримати аналітичний вираз для точного об-
числення площі поверхні контакту. Тому доцільно обчислювати площу поверхні конта-
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кту у формулі (17) наближеними методами, не представляючи площу поверхні контак-
ту у вигляді суми еліптичних інтегралів. 

Для визначення меж застосування формули (17) для обчислення площі поверхні кон-
такту деталі з індентором розглянемо положення точки щодо поверхні деталі (рис. 4). 
Оскільки поверхня деталі обмежена радіусом Rд, точка С   може опинитися за її межами 
внаслідок того, що координата точки С по Z залежить від радіусу профілю індентора Rпр. 

У цьому випадку необхідно проводити інтегрування по Z з врахуванням реальних 
розмірів деталі, тобто формула (17) непридатна для обчислення площі поверхні контак-
ту. Інший випадок непридатності формули (17), коли ширина індентора така, що точка 
С виявляється поза поверхнею індентора. В цьому випадку необхідно проводити інтег-
рування з урахуванням реальних розмірів індентора. Отже, з урахуванням вказаних ви-
падків формула (17) повинна бути скоректована. 

dz
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arcsin  

ZR
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RS
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2
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22
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4 , (26) 

де а – визначається за формулою (7); С(Z) – за формулою (16). 








 −= )2(,
2

,
2

min 1пр1
iд ZRZ

НH
b , (27) 

де Нд – ширина деталі; Ні – ширина індентора. 
На основі розглянутих публікацій, формула (1) й отримана формула (26) за допомо-

гою MathCAD, побудовано графіки залежності площі поверхні контакту S = f(r) від ра-
діуса індентора (кульки) r для маложорстких крутильних кілець з пористих спечених 
композицій діаметрами 56 мм, 89 мм і 150 мм (рис. 5, 6). Для всіх досліджень прийня-
то:  z1 = 0,3 мм, Rі = Rпр = 4-8 мм. Також за допомогою SolidWorks було змодельовано 
впровадження індентора в деталь для всіх випадків (рис. 7) і отримана площа поверхні 
контакту. Всі результати зведено в таблицю 1.  
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Рис. 5. Залежність площі поверхні контакту від радіуса індентора - формула (1) 
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1 – індентор; 2 – оброблювана деталь (маложорстке крутильне кільце); 3 – поверхня контакту 

Рис. 7. Моделювання схеми впровадження індентора в деталь за допомогою SolidWorks  

Таблиця 1 
Значення площі поверхні контакту залежно від діаметра кільця і радіуса індентора 

Dкільця, мм Rі, мм S1, мм2 S2, мм2 S3, мм2 
4 8,0884 8,116 8,1127 
5 10,3305 10,3608 10,3566 
6 12,6768 12,7091 12,7041 
7 15,1379 15,172 15,1665 

56 

8 17,7265 17,7621 17,7563 
4 7,8607 7,8879 7,8848 
5 9,9535 9,983 9,9792 
6 12,102 12,1332 12,1287 
7 14,309 14,3416 14,3363 

89 

8 16,5781 16,6118 16,6059 
4 7,7139 7,7408 7,7379 
5 9,7156 9,7446 9,7411 
6 11,7471 11,7777 11,7734 
7 13,8092 13,8409 13,8359 

150 

8 15,9027 15,9353 15,9297 
Примітка: Dкільця – діаметр маложорсткого кільця;  Rі – радіус індентора; S1 – площа поверхні контакту, ви-

значена за формулою (1); S2 – площа поверхні контакту визначена за формулою (26); S3 – площа поверхні контакту, 
отримана за допомогою моделювання в SolidWorks схеми впровадження індентора в деталь. 

На підставі отриманих значень площі поверхні контакту (табл. 1), можна вважати 
формулу (26) придатною для розрахунків. Якщо прийняти S3 за еталон, так як це зна-
чення отримано з 3D моделі, то середня різниця значень S1 відносно S3 в процентному 
відношенні буде становити 0,23 %, а середня різниця значень S2 відносно S3 у процент-
ному відношенні буде становити 0,04 %. Отже, розрахунки за формулою (26) більш то-
чні, ніж за формулою (1). 

Висновки. Отримана залежність площі контакту індентор-заготовка залежно від 
геометричних параметрів оброблюваної поверхні та інструменту може бути використа-
на під час вибору форми і розмірів інструменту залежно від конкретних умов контакту, 
під час конструювання нових і вдосконаленні старих методів та засобів поверхневого 
пластичного деформування. 

Наведені формули дозволять прогнозувати якість під час обробки криволінійних пове-
рхонь із змінними радіусами кривизни. Так як питомий тиск необхідний для протікання 
процесу пластичної деформації, знаходиться у відомій залежності від площі контакту і си-
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ли, що прикладається до індентора, то можна регулювати процес зміцнення, змінюючи си-
лу, що прикладається до індентора залежно від площі контакту, яка змінюється. 

Аналіз залежностей площі контакту від режимів ППД доводить можливість викори-
стання різних за розмірами інденторів. З метою досягнення найбільшої глибини зміц-
нення слід віддавати перевагу інденторам великих розмірів, при цьому досягаються і 
кращі показники за шорсткістю поверхні, зменшується вірогідність перенаклепу. Проте 
в цьому випадку потрібна і більша кількість циклів навантаження, оскільки збільшу-
ються відстані між вогнищами деформацій і збільшуються необхідні силові характери-
стики пристроїв для забезпечення необхідного питомого тиску під час збільшення 
площі контакту індентор-заготовка. 
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