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Актуальною проблемою є покращення якісних показників систем 

електропривода апаратури точного магнітного запису (АТМЗ), а саме збі-

льшення швидкодії та точності, зменшення пульсацій швидкості, покра-

щення масо-габаритних показників, зменшення рівня високочастотних 

електромагнітних завад, що генеруються в мережу живлення та випромі-

нюються в навколишнє середовище. В електроприводах АТМЗ в перева-

жній більшості використовують різноманітні двигуни постійного струму 

(ДПС) (лінійні, крокові, колекторні та безколекторні і т. ін.), які живлять 

від імпульсних перетворювачів з широтно–імпульсною модуляцією 

(ШІМ). Це системи позиціювання магнітних голівок, стабілізації частоти 

обертання магнітного диску, стабілізації швидкості транспортування маг-

нітного носія та ін. Застосування квазірезонансних імпульсних перетво-

рювачів (КРІП), що працюють з високою частотою перемикання силового 

ключа (одиниці мегагерц), дозволить отримувати більш якісні показники 

системи в порівнянні з ШІМ системами. В зв’язку з цим, актуальним за-

вданням є подальше дослідження та розрахунок електропривода систем 

АТМЗ з КРІП. 

У статті [1] доведено, що КРІП має кращу електромагнітну сумісність 

з мережею, в порівнянні з ШІМ перетворювачами, а у роботі [2] проведе-

ний аналіз електромагнітних процесів у системі КРІП, що перемикається 

під час нульового струму, – ДПС. Ці дослідження підтверджують ефекти-

вність застосування КРІП замість імпульсних перетворювачів з ШІМ. На 

базі отриманих результатів, проведемо подальший розвиток теорії елект-

роприводу з КРІП для системи позиціювання АТМЗ. 

Розрахуємо оптимальне керування для системи позиціювання АТМЗ з 

КРІП з метою отримання максимальної швидкодії, знайдемо інтервали 

перемикання керуючого впливу та загальну тривалість керування і пере-

віримо отримані результати на макеті системи позиціювання. 

Оптимізацію можна провести за різними критеріями оптимальності, 

але в нашому випадку найбільш доцільно використовувати принцип мак-

симума Понтрягіна Л.С.[3] Цей метод дає добрі результати для систем з 

обмеженими керуючими впливами, якою є і наша система. Для оптиміза-



ції системи за принципом максимума необхідно знайти закон зміни сиг-

налу керування КРІП, котрий забезпечить відпрацювання кутового пере-

міщення   з початкового положення в кінцеве за мінімальний час без 

перерегулювання, і знайти мінімальний час переходу із початкового в кі-

нцеве положення, а також тривалості всіх інтервалів керування. Аналіз 

виконаємо по постійній складовій, оскільки діапазон робочих частот КРІП 

(сотні кілогерц – одиниці мегагерц) значно більше власної частоти ДПС. 

За такого припущення помилка не перебільшує одиниць процентів. 

На рисунку 1 показана структурна схема ДПС. 

 
Рисунок 1 – Структурна схема ДПС 

 

Для рисунка 1 маємо систему диференційних рівнянь: 
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де:  uя – напруга на якорі; 

iя – струм якоря; 

  – частота обертання; 

  – кут повороту якоря; 

С – стала ДПС; 

Rя – опір ланки якоря; 

Lя – індуктивність ланки якоря; 

J – момент інерції якоря. 

Мс – статичний момент ДПС.  

В якості змінних стану вибираємо струм, частоту обертання і кут по-

вороту якоря ДПС, а в якості змінних керування – напругу на якорі ДПС. 

Введемо наступні позначення для змінних стану та керування: iя=x1, 
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 =x2,  =x3, uя=u і обмеження на керуючий вплив: 
muu  , оскільки у 

реальному пристрої напруга на якорі двигуна буде обмежена максималь-

ною напругою на виході перетворювача. В деяких системах, для роботи 

перетворювача та двигуна в безпечному режимі, можливо прийдеться ще 

ввести і обмеження на змінну стану x1 (струм якоря) 
max1 ix  . З ураху-

ванням прийнятих припущень та обмежень система рівнянь (1) прийме 

вигляд: 
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Для змінних стану маємо початкові: x1(0)=0, x2(0)=0, x3(0)=0 і кінцеві 

значення: x1(T)=0, x2(T)=0, x3(T)=
0 . 

Введемо три допоміжні функції часу 
1 , 

2 , і 
3 , та складемо фу-

нкцію Гамільтона для системи рівнянь (2): 

     332514123121332211 ΨxΨaxaΨxaxauaΨΨΨH   . (3) 

Складаємо спряжені рівняння для допоміжних функцій: 
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Вирішивши систему рівнянь (4), отримаємо: 
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де: С1, С2, С3 – константи інтегрування, 
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Підставляючи значення Ψ  із (5) у (3), отримуємо функцію Гамільто-

на, а потім знайдемо закон зміни u, за яким ця функція досягає максима-

льного значення. 

Умова оптимальності за швидкодією має вигляд: 

          .max331422312111  xtΨxatΨxaxatΨuatΨH  (6) 

Досліджуючи вираз (6), можна побачити, що Н є лінійною функцією 

змінної u, від якої залежить тільки один доданок: 

   .11 uatΨHu    (7) 

Очевидно, що функція Гамільтона буде мати максимум, коли макси-

мальний вираз (7), що можливе за максимальним керуючим впливом: 
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Розглянемо випадок, коли струм якоря не перевищує граничного зна-

чення, тобто не будемо вра-

ховувати умову обмеження 

змінної x1. Криві керуючого 

впливу та змінних стану для 

цього випадку приведені на 

рисунку 2. 

У відповідності з теоре-

мою про n інтервалів [4] кі-

лькість перемикань керуючо-

го впливу, в нашому випадку, 

буде не більше трьох. Необ-

хідно знайти моменти часу t1, 

t2, t3, коли треба змінювати 

керуючий вплив u(t). В зага-

льному випадку, ці моменти 

залежать від багатьох факто-

рів: параметрів системи, від 

векторів станів у початковій 

(xн) і кінцевій (xк) точках фа-

зової траекторії, допустимого 

граничного керуючого впли-

ву, від вектора впливів збу-

рення. Для спрощення задачі 

будемо шукати моменти пе-

ремикань як функції xн і xк за 

відсутності впливів збурення 

та за незмінних параметрів 

системи. 

Розкриваючи систему рі-

внянь (2) відносно змінної x3, 

отримаємо диференційне рів-

няння третього порядку: 
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Рисунок 2 – Криві  керуючого впливу та змінних 
стану  

 



 
     

.
)()()(

5241
3

432

3

2

23

3

3

aauaa
dt

txd
aa

dt

txd
a

dt

txd
  (9) 

Вирішенням рівняння (9) для третього інтервалу (t2 – t3) є функція 

 tx33 : 
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де: А31, А32, А33 – константи, які необхідно визначити за граничними умо-

вами. 

Тут враховано, що керуючий вплив на третьому інтервалі додатній, у 

відповідності з (8). 

Взявши першу і другу похідні від рівняння (10) та врахувавши саме 

рівняння, отримаємо систему рівнянь для трьох змінних стану на третьо-

му інтервалі: 
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Граничні умови для системи (11) в кінці третього інтервалу: 
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Рішенням рівняння (9) для другого інтервалу (t1 – t2) буде функція 

 tx32 , яка враховує ту обставину, що керуючий вплив на цьому інтервалі 

від’ємний, у відповідності з (8). Взявши першу і другу похідні від цієї фу-

нкції, отримаємо систему рівнянь для трьох змінних стану на другому 

інтервалі: 
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Граничні умови для системи (13) на границі другого і третього інтер-

валу: 
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Рішенням рівняння (9) для першого інтервалу (0 – t1) буде функція 

 tx31  (15), котра враховує, що керуючий вплив на цьому інтервалі дода-

тній, у відповідності з (8). Взявши першу і другу похідні цієї функції, 

отримаємо систему рівнянь для трьох змінних стану на першому інтерва-

лі: 
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Граничні умови для системи (15) на границі першого та другого інте-

рвалу: 
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Для системи рівнянь (15) враховуємо нульові початкові умові: 
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Виходячи з початкових і граничних умов, визначимо невідомі конс-

танти А11, А12, А13, А21, А22, А23, А31, А32, А33. 

Вирішивши систему (15), з урахуванням (17), знайдемо константи А11, 

А12, А13: 
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Вирішуючи систему (11), з урахуванням (12), знайдемо константи А31, 

А32, А33: 
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Із систем (11), (13), враховуючи (14), знайдемо А21, А22, А23: 
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Значення А21, А22, А23 знайдемо з (13), (15), з урахуванням (16): 
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Віднявши із системи (20) систему (21), з урахуванням (15) і (19), 

отримаємо нелінійну систему рівнянь (22): 
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Знайдемо тривалість інтервалів ,1t  ,2t  3t . Для цього вирішимо 

систему рівнянь (22). З третього рівняння системи (22): 
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Підставимо (23) у перше і друге рівняння системи (22), і знайшовши 

,1t  отримаємо систему двох рівнянь: 
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Систему (24) неможливо вирішити в загальному вигляді, тому знай-

демо її чисельне рішення, для ДПС HSM-150 з наступними параметрами: 

um=24В, Rя=1 Ом, Lя=100 мкГн, 1/C=20 рад/В
.
с, Mc=0.02 Н

.
м, J=16e-

06 кг
.
м

2
. Вирішивши систему (24) чисельним методом за допомогою про-

грами Maple, отримаємо для кута повороту
0 =0.1 рад: 

 1t =1.276 мс, 2t =1.099 мс, 3t =0.072 мс. (25) 

На рисунку 3 приведені розраховані криві напруги на якорі (а), стру-

му кола якоря (б), частоти обертання (в) та кута повороту якоря (г). 

Очевидно, що для повороту якоря ДПС на кут 
0 =0.1 рад, необхідно 

у нульовий момент часу подати на 

двигун 24 В, потім в момент часу 

t1=0+
1t =1.276 мс змінити на-

пругу з 24 В на –24 В, в момент 

часу t2=t1+
2t =2.375 мс подати 

24 В а в момент часу 

t3=t2+
3t =2.447 мс зняти напругу 

з якоря двигуна. Загальний час по-

вороту якоря ДПС на кут 0  буде 

дорівнювати загальній тривалості 

трьох інтервалів T=2.447 мс. 

На рисунку 4 приведені осци-

лограми для напруги на якорі, за 

розрахованого керуючого впливу, 

та струму якоря ДПС, зняті на ма-

кеті системи позиціювання. Ре-

зультати розрахунку співпали з 

експериментальними даними з ро-

зходженням не більше 5 відсотків. 

Розбіжність пояснюється прийня-

тими припущеннями.  

Для практичного застосування 

результатів розрахунку треба вра-

ховувати, що вихідна напруга 

КРІП значно залежить від наван-

таження, тому для зберігання точ-

ності позиціювання для широкого 

діапазону зміни кута повороту, 

треба застосовувати КРІП зі стабі-

а) 

б) 

в) 

г) 

t,с 

t,с 

t,с 

t,с 

iя, 
А 

uя, 
В 

  

с-1 

 , 

рад 

Рисунок 3 – Розраховані криві напруги на 

якорі, струму кола якоря, частоти обер-

тання, кута повороту якоря 



лізацією вихідної напруги. 

Вирахування моментів переми-

кання для довільного кута повороту в 

реальних системах доволі складна 

задача. Для практичного застосування 

можна рекомендувати заздалегідь 

порахувати моменти перемикання для 

деякої кількості фіксованих значень 

кутів, а для решти – брати проміжне 

значення з отриманої таблиці. Також 

можливий варіант, коли керування в 

межах двох сусідніх значень фіксова-

них кутів відбувається за допомогою 

зміни максимального значення напру-

ги на якорі. 
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Рисунок 4 – Осцилограми напруги та стру-

му якоря ДПС 


